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1 Einleitung

In der mathematischen Statistik wird der Zusammenhang verschiedener Einflussgro-
fsen auf eine Zielgrofe durch Regressionsmodelle untersucht. Aus einer vorgegeben
Klasse © C RP von Regressionsmodellen, indiziert durch p-dimensionale Parameter-
vektoren ¥ € O, soll sich anhand von Daten fiir ein passendes Regressionsmodell
entschieden werden. Die Daten interpretieren wir als Realisationen eines Zufallsex-

periments von Zufallsvariablen Y7, ..., Yy mit der Gestalt:
Y, = g9« (X,) + By, firn=1,..., N,

wobei zu jedem Parametervektor ¥ € © eine Regressionsfunktion gy definiert wird
und ¥* € © der wahre Parameter sei. Die Zufallsvariablen Fy,..., Fy wirken als
additive Fehler auf die Regressionsfunktion gy. Die Regressoren X, ..., Xy konnen
zufillig oder deterministisch sein. Fiir die Realisationen yq, ..., yn bzw. eq, ..., e, bzw.
x1,...,xy der Zufallsvariablen Yy, ..., Yy bzw. Ey, ..., E, bzw. X, ..., Xy verwenden
wir Kleinbuchstaben. Um aus gegebenen Daten die Qualitit eines vorgeschlagenen
Parameters 9 zu beurteilen, benotigen wir einen Anpassungsbegriff, aus dem sich
eine Moglichkeit zur Schatzung von 9 ergibt. Ein klassischer Ansatz ist die Methode
der Kleinste-Fehler-Quadrate. Dabei fillt die Entscheidung auf das Regressionsmo-
dell aus der Klasse O, bei dem die quadratischen Abweichungen zwischen den beob-
achteten Daten und dem vermuteten Modell zu einem ¢ € © minimal sind, d.h. der
Kleinste-Fehler-Quadrate Schitzer (KQ-Schitzer) besitzt die Gestalt (Toutenburg
(2003), S. 89ft.):

Ukq = argmin (Z (Yn — gﬁ(xn)f) :

V€6 n=1

In Anwendungsfeldern mit extremen Werten beruhend auf starken Tails wie in der
Hochwasserstatistik (siche z.B. Fischer et al. (2015)) oder mit kontaminierten Daten,
wo Ausreifer in Form von Messfehlern beobachtet werden (Biining (1991), S. 5ft.),
sollten robuste Verfahren bevorzugt werden. Durch das nachfolgende Beispiel wird

in der Abbildung 1 die Empfindlichkeit des KQ-Schétzers J ko gegeniiber Ausreifiern



illustriert. Die schwarz markierten Punkte in der Abbildung 1 entsprechen 20 Reali-

sationen des folgenden Modells von einer Geradengleichung fiir die deterministischen

Regressoren 1 = 0.1,29 = 0.2, ..., 219 = 1.9, 290 = 2:
Yn = Tp + €, fiirn=1,...,20. (1.1)

Die angegebene Modellgleichung (1.1) wird dabei als spezielles Modell folgender
Klasse von Regressionsmodellen von Geradengleichungen mit Regressionsfunktion

gs(z) = 99 + V12 fiir x € R fiir den Parameter ¥ = (99, 9;)" = (0,1)" aufgefasst:
Yn = Vo + hax, +e,, firn=1,..,20. (1.2)

Wir gehen bei der Schitzung von @KQ davon aus, dass das Regressionsmodell in
(1.2) den Daten zugrunde liegt und miissen aus den Daten ein geeignetes 9 in-
nerhalb dieser Klasse schétzen. Fiir n = 1,...,20 entsprechen e, Realisationen von

unabhingigen N (O, %)—Verteilten Zufallsvariablen. Die Anpassung der in schwarz
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Abbildung 1: Zwei KQ-Schitzungen: in schwarz ohne und in rot mit Ausreifserpunkt

dargestellten Regressionsgeraden durch die KQ-Schitzung 5;(@ = (0.078,0.960) "

fiir die schwarzen Datenpunkte ist zufriedenstellend. Kontaminiert man den Da-



tensatz mit einem Ausreifer (wa1,9021)" = (4,—3)7, dargestellt als roter Punkt in
Abbildung 1, so liefert die in rot dargestellte Regressionsgerade, bei der der Ausrei-
fser zur Schéitzung von ¥ mit verwendet wird, kein zufriedenstellendes Ergebnis.
Wir kénnen die Regressionsgerade insbesondere beliebig durch einen neu
hinzugefiigten Punkt verindern und sprechen daher von einem unrobusten
Verfahren (sieche Maronna et al. (2006), S.87ff, fiir eine ausfiihrliche Diskussion).
Fiir einen robusten Ansatz wird der Anpassungsbegriff des Modells verindert:
Damit einzelne grofe Abweichungen keinen zu starken Einfluss besitzen, verwenden
wir Anpassungsbegriffe beruhend auf Vorzeichen. Dazu fordern wir fiir den Median
der Fehler: med(E,) = 0 und P(E,, # 0) = 1 fiir n = 1, ..., N. Dadurch ergeben sich
P-fast sicher Zufallsgréfen mit bestimmbaren Vorzeichen jeweils mit Wahrschein-
lichkeit % Diese Bedingung ist keine grofe Einschrankung, da in vielen Regressi-
onsmodellen symmetrische Modellfehler verwendet werden. Ergeben sich fiir einen
vorgeschlagenen Parametervekor ¢ € © gleich viele positive und negative Vorzei-
chen, so soll dies fiir eine gute Anpassung sprechen. Wir halten dies in einem ersten

Fazit fest:

1. Der KQ-Schitzer reagiert sensibel auf einzelne extreme Werte. Fin robuster

Ansatz wird durch die Betrachtung von Vorzeichen gewdhrleistet.

Die hier prasentierte Anwendung von Vorzeichen besitzt allerdings noch einige Schwé-
chen, wie in einem weiteren Beispiel in der Abbildung 2 illustriert wird. In rot sehen

wir dort die wahre Modellgleichung (1.3)
Yp = 12 + e, fiirn =1,..., 11, (1.3)

das fiir ¥ = (9, 91,92)" = (0,0,1)7 einem konkreten Modell der folgenden Modell-
klasse (1.4) entspricht:

Yn = Vo + V12, + 0922 + e, flirn=1,...,11, (1.4)

wobel 1 = —1,29 = —0.8,...,210 = 0.8, 21; = 1 deterministische Regressoren sind

und gy(x) = Yo+ 2+3922° die Regressionsfunktion fiir ein 2 € R ist. Die Vorzeichen



der Abweichungen von den Daten werden in der Abbildung 2 unten dargestellt. Wir
erhalten fiir das wahre Modell eine gute Anpassung, da die Vorzeichen ein Verhiltnis

von 5 : 6 besitzen. Es gibt aber viele unpassende Modelle mit einer genauso guten
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Abbildung 2: Vergleich: wahres Modell und unpassendes Modell und die Vorzeichen
der elf Residuen pro Modell

Anpassung. Jeweils in schwarz links mit (9, 91,92)" = (0.4675,0.2, —1) " und rechts
mit (Jg, 91, 92) " = (0.25,—2.5,0) " wird ein unpassendes Modell angegeben, das aber

ebenso ein Vorzeichen-Verhaltnis von 5 : 6 besitzt. Wir halten fest:

2. Die reine Betrachtung der Vorzeichen-Verhdlinisse ist zwar robust aber

unzuldnglich, da viele unpassende Modelle nicht aussortiert werden.

Analysiert man den obigen Ansatz, so konnen wir kritisieren, dass die Reihenfolge
der auftretenden Vorzeichen nicht beriicksichtigt wird. In den Gegenbeispielen kom-
men lange Laufe von gleichartigen Vorzeichen vor. Solche langen Laufe sind unter
der Unabhéngigkeit der Fehler Ei, ..., Ey unwahrscheinlich. Die Verhéltnisse unter-
schiedlicher Vorzeichen geniigt nicht, um ein passendes Modell zu finden. Wir sollten

ebenso Vorzeichenwechsel beriicksichtigen.

3. Werden Vorzeichenwechsel berticksichtigt, so sind die Anforderungen an ein

Modell-Kandidat héher. Wir erwarten so Verbesserungen des robusten Verfahrens.

In dieser Arbeit werden volle K-Datentiefen betrachtet. Das sind statistische Maf-

zahlen, die die relative Anzahl aller geordneten Tupel der Linge K aus den Ab-



weichungen vom vorgeschlagenen Modell-Kandidat und Daten mit K — 1 enthalte-
nen Vorzeichenwechsel zdhlen. Ziel ist es, die asymptotische Verteilung der vollen
K-Datentiefen herzuleiten, um robuste statistische Testverfahren beruhend auf der

vollen Tiefe mit Hypothesenpaaren folgender Bauart zu konstruieren:

Hy:9€06yvs. H 9 € 0Oy,

wobei Oy W ©; = O gilt. So konnen wir testen, ob vorgegebene Parameterbereiche
Oy innerhalb eines Regressionsmodells als unpassend deklariert werden konnen.

In Kapitel 2 wird die volle Zweier-Tiefe als einfachster Fall vorgestellt, bei dem
die Vorzeichenwechsel aller Paare gezihlt werden und bereits in Miiller (2005) als
Spezialfall betrachtet worden ist. Dieses Kapitel soll dazu dienen, die Konzepte und
Methoden im simpelsten Fall vorzustellen. In Kapitel 3 werden mit der vollen Dreier-
Tiefe Dreier-Tupel gezihlt, bei denen zwei Vorzeichenwechsel vorliegen. Die Metho-
den zur Untersuchung der Asymptotik fufen auf den Resultaten des Kapitels 2 und
besitzen eine analoge, aber ebenso aufwandigere Struktur. Die Grundideen stammen
aus Kustosz et al. (2016a), wobei wir in dieser Masterarbeit viele Aussagen verschér-
fen und Beweise vereinfachen werden. Die Vereinfachungen liefern zum einen eine
Moglichkeit zur Implementierung der vollen Dreier-Tiefe in linearer statt kubischer
Laufzeit. Andererseits konnen durch Adaption der Vereinfachungen der Beweise aus
Kustosz et al. (2016a) in Kapitel 4 hohere Tiefen betrachtet und eine Herleitung der
asymptotischen Verteilung der Vierer-Tiefe bestimmt werden, deren asymptotische
Verteilung bisher noch unbekannt gewesen ist. Insbesondere werden die Beweismittel
und Ideen offen gelegt, um fiir die néchsten hoheren Tiefen die asymptotische Vertei-
lung zu bestimmen. Im Kapitel 5 wird ein Uberblick zu einigen Anwendungsfeldern
der bisherigen Resultate gegeben, sowie Anregungen fiir weitere Untersuchungen.
Statt der Verwendung von robusten Verfahren kénnte man vorschlagen, Ausreifier zu

entfernen. Hier sollen einige Argumente gegen ein solches Vorgehen genannt werden:

(a) Durch frei wihlbare Kriterien, wie z.B. festgelegte Schwellenwerte, klassifi-
ziert man Daten zu Ausreifern. Dabei liegt ein willkiirlicher Spielraum bei der

Wahl solcher Kriterien vor und die Gefahr von bewussten und unbewussten



Manipulationen besteht (Maronna et al. (2006), S. 3).

(b) In hochdimensionalen Datenstrukturen ist es sehr schwierig Ausreifer zu klas-
sifizieren. Es werden gerade robuste Verfahren eingesetzt, um in solchen Da-

tenstrukturen Ausreiffer zu entdecken (Maronna et al. (2006), S. XVI).

(c) Das Entfernen von Daten verdndert zugrundeliegende Verteilungsannahmen,
die eigentlich bei den verwendeten Testverfahren mitberiicksichtigt werden

missten (Maronna et al. (2006), S. 4).

Ferner existieren neben der Betrachtung von Vorzeichen andere robuste Methoden,
wie das Trimmen von Datensétzen (Maronna et al. (2006), S. 31f.) oder z.B. die von
Huber eingefiihrten verallgemeinerten Maximum-Likelihood-Schétzer (Maronna et
al. (2006), S. 34f.). Allerdings arbeiten diese Verfahren mit frei zu wihlenden Pa-
rametern (beim Trimmen) oder Score-Funktionen (bei M-Schitzern), wodurch sich
ebenso im Gegensatz zu den Vorzeichen-Tiefen ein willkiirlicher Spielraum ergibt.

Zum Abschluss der Einleitung soll erwahnt werden, dass die historische Entwicklung
von Vorzeichen-Tiefen anders verlief als es in der obigen Darstellung motiviert wird.
Die sogenannten Simplex-Tangent-Tiefen, eingefiihrt von Rousseeuw und Hubert
(1999) und als Tangent-Tiefen von Mizera (2002) weitergefiihrt, lassen sich durch
die Vorzeichen-Tiefen charakterisieren, sofern das Regressionsmodell Regularititen
erfiillt (siehe Kustosz et al. (2016b)). Fiir viele Modelle sind dort die Regularitéits-
eigenschaften nachgepriift worden. Mathematische Analysen der Simplex-Tangent-
Tiefe mit ihrer urspriinglichen Definition erweisen sich als schwierig. Dadurch ldsst
sich das Studium von Vorzeichen-Tiefe motivieren, da in vielen Modellen die Begriffe
dquivalent sind und die Untersuchungen von Vorzeichen-Tiefen oft die Untersuchun-

gen von Simplex-Tangent-Tiefen einschliefsen.



2 Asymptotische Verteilung der vollen
Zweier-Tiefe

Wir beginnen die Untersuchung der asymptotischen Verteilung von vollen Datentie-
fen mit der vollen Zweier-Tiefe als einfachsten Fall. Bevor wir in Kapitel 2.2 die
asymptotische Verteilung der vollen Zweier-Tiefe herleiten, werden in Kapitel 2.1
das Regressionsmodell und dazugehorige Notationen im Detail dargestellt, welche

global in der gesamten Arbeit gelten.

2.1 Grundbegriffe

Wir fassen das vorgestellte Regressionsmodell aus der Einleitung der Ubersicht we-

gen in der nachfolgenden Definition zusammen (Kustosz et al. (2016a)):

Definition 2.1 (Globales Regressionsmodell der Arbeit).

Seien E1, ..., En unabhdngig, identisch verteilte reellwertige Zufallsvariablen auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit med(E,)) = 0 und P(E, # 0) = 1 fir
n=1,..,N. Seien Xy,..., Xy reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (2, A, P), die P-fast sicher folgende Ordnungsstruktur erfillen
Xi<Xo<Xs< ... < Xy.

Fiir jedes v € © C RP definieren wir eine Regressionsfunktion gy : R — R. Wir

definieren Y1, ..., YN durch folgenden Zusammenhang:
Y, = go+(Xy) + E,, firn=1,..., N und ein festes 9" € O.

Seien Z, = (Y, X,) fiirn=1,..., N die zufdilligen Datenpunkte des Regressionsmo-
dells. Fiir jedes ¥ € O definieren wir die Residuen:

res(V, Z,) ==Y, — go(X,) firn=1,...,N.



Wir fordern fiir die Regressoren X, ..., Xy keine stochastische Unabhéangigkeit, um
z.B. autoregressive Zeitreihenmodelle, wie in Kustosz et al. (2016a) zu verwenden.
Deterministische Regressoren sind als Spezialfall von konstanten Zufallsvariablen
ebenso erlaubt. Fir n = 1, ..., N liefert die Anforderung P(FE, # 0) = 1 an den
Modellfehler ein eindeutiges Vorzeichen und med(F,) = 0 wird benétigt, um die
nachfolgenden Vorzeichen-Methoden zu verwenden. Die Residuen dienen dazu, die
Anpassung eines Parameters 9 zu bewerten. Zur Formulierung eines statistischen
Entscheidungsproblems fassen wir res(d, Z;), ..., res(d, Zy) fiir jedes ¥ € © als
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, A, Py) auf. Dadurch kénnen
wir auf dem statistischen Raum (2, A, (Py)yco) arbeiten. Fiir die Zufallsvariablen
Ey, ..., Ey auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) entspricht hierbei P = Py-,
wobei ¢* der wahre Parameter ist, da fiir ¥* sich die Residuen zum Modellfehler

reduzieren:
res(0*, Z,) = E, firn=1,.... N (2.1)
und fiir das Vorzeichen der Residuen gilt unter dem wahren Parameter:
Plres(9", Zy) > 0) = P(res(d", Z,) < 0) = % firn—1,.,N.  (22)

Die folgende zusétzliche Anforderung an die Residuen fiir beliebige ¥ € © unter der

wahren Verteilung Py- ist fiir praktische Zwecke niitzlich:
P(res(¥,Z,) > 0) + P(res(9,Z,) <0)=1firn=1,..., N. (2.3)

Unter dem wahren Parameter kennen wir das Verhalten der Vorzeichen der Resi-
duen. Durch diese Modellierung kénnen wir mit den Vorzeichen folgenden robusten

Anpassungsbegriff verwenden (Kustosz et al. (2016a)):

Definition 2.2 (Die volle K-Tiefe).
Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 definieren wir fiir einen vor-

gegebenen Parameter ¥ € RP und eine Realisation z = (z1, ..., 2n5) von den Zufalls-



variablen Z1, ..., Zn des Regressionsmodells die volle K -Tiefe:

D)= Y (H]l{res(z?,znk)(—l)k > 0}

(K) 1<ni<n2<..<ng <N \ k=1

+ [ ] a{res@, 20,) (1) > 0}> .

Die Indikatorfunktion 1{Bedingung(?J, z,)} wird fiir ein gegebenes Paar (¥, z,) fol-

gendermafen definiert:

1, falls die Bedingung fiir (9, z,,) erfiillt wird
1{Bedingung(¥, z,,)} :=

0, falls die Bedingung fiir (¢, z,,) nicht erfiillt wird.

Falls mehrere Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein sollen, werden sie durch die Ver-

wendung von Kommata aufgezihlt. Ferner beschreibt Z die Summe

1<ni<ne<...<ng <N
iiber alle geordneten Teilmengen aus {1, ..., N} indiziert durch ny, no, ..., ng mit der

Ordnungsstruktur n; < ny < ... < ng. Insgesamt liegen (]]Z) Summanden vor, wo-
durch die volle K-Tiefe in Definition 2.2 Werte in [0, 1] annimmt, da die Summanden
{0, 1}-wertig sind. Die volle K-Tiefe beschreibt unter allen geordneten K-Tupeln den
relativen Anteil mit (K — 1) Vorzeichenwechsel. In Kustosz et al. (2016b) werden
noch andere Tiefen und ihre Asymptotik vorgestellt, die nicht alle K-Tupel betrach-
ten, um geringere Rechenzeiten zu ermoglichen. Da hier alle geordneten K-Tupel
betrachtet werden, wird die Tiefe in Definition 2.2 voll genannt. Die Laufzeit der
vollen K-Tiefe mit der Darstellung aus Definition 2.2 ist polynomiell vom Grad K.
Zur asymptotischen Untersuchung der vollen K-Tiefe betrachten wir den Zufallsvek-
tor Z = (Zy, ..., Zn) aus dem Regressionsmodell in Definition 2.1 unter dem wahren
Parameter ¢*. Wir miissen die Zufallsvariable d% (9*, Z) zunichst zentrieren und

bestimmen dazu den Erwartungswert unter der wahren Verteilung:

Ey- (d5 (0%, 2)) = % > IEy- (Hl{res(ﬁ*, Zn)(—1)F > 0}

(K) 1<ni<nz2<...<ng <N

+ [[afres(v*, Z,, ) (1) > 0}>



— (%) Z (P( ﬁ{res(ﬁ*, Zn )(=1)F > O}>

K/ 1<ni<na<...<ng <N k=1

+P( ﬂ{resw*, Zn ) (1) > 0})) (2.4)
k=1

Da die Laufindizes in der geordneten Summe in (2.4) alle unterschiedlich sind, kann
mit Anwendung von (2.1) auf die Residuen und mit (2.2) durch die Unabhéngigkeit
der Zufallsvariablen F, ..., Ex die Formel (2.4) wie folgt dargestellt werden:

1<ni<ng<..<ng <N k=1 k=1

S0 0))

RN O RO
N (g) 1<ni<ng<...<ng <N 2 N 2 7

wobei die Annahme med(FE,) = 0 fiir n = 1,..., N verwendet wird. Demnach wird

IR (HP(EM—D’“>o>+HP<Ew<‘”W>0>>
1

Ey- (dE (9%, Z2)) = (%)K_l zur Zentrierung der vollen K-Tiefe genutzt. Wir werden
fiir den Fall K = 2,3,4 in den nachfolgenden Kapiteln sehen, dass der zusétzliche

Vorfaktor N als Standardisierung fiir eine sinnvolle asymptotische Verteilung dient:

N (d?(ﬁ*,Z) - G)IM) :

Die Verwendung des Vorfaktors N kann mathematisch motiviert werden. Der Vor-

faktor wird in den folgenden Rechnungen nach Umformungen den Vorfaktor —-

VN
ergeben, was die Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes ermdglicht. Es wird
vermutetet, dass fiir K > 5 der Vorfaktor N ebenso sinnvoll ist, was allerdings in

dieser Arbeit nicht gezeigt wird.
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2.2 Asymptotik der vollen Zweier-Tiefe

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Asymptotik der vollen Zweier-

Tiefe. Die volle Zweier-Tiefe entspricht der Definition 2.2 fiir K = 2:

B, = S (1{1"68(19, ) > 0,1e5(0, 20, ) < 0}
+ 1{res(?, z,,,) < 0,res(V), z,,) > 0})

Die Untersuchung der Asymptotik von vollen Datentiefen beruht auf der Verwen-
dung von Zentralen Grenzwertsidtzen. Allerdings konnen wir den Zentrale Grenz-
wertsatz nicht direkt anwenden, da die Summanden bei vollen Datentiefen nicht
stochastisch unabhéngig sind. Eine geschickte Umsortierung der Summe wird dieses
Problem 16sen. Dazu stellen wir die einzelnen Summanden als Produkt der Funk-

tion ®(z) := 1{z < 0} — 1{x > 0} dar und erweitern die geordnete Doppelsum-
N

me Z zu einer Doppelsumme der Form Z durch Nulladditionen. Die
1<ni;<n2<N ni,ne=1
Doppelsumme kann anschlieffend als eine einzelne Summe ins Quadrat dargestellt

werden. Folgendes Lemma liefert fiir die volle Zweier-Tiefe summandenweise eine

Produktdarstellung durch die Funktion ® (Kustosz et al. (2016a)):

Lemma 2.3 (®-Darstellung der vollen Zweier-Tiefe).

Fiir Zufallsvariablen E,,, E,, mit P(E,, #0) =1 firi=1,2 gilt:

1 1
{E,, >0,E, <0} +1{E,, <0,E,, >0} — 5= —§<I>(En1)<ID(En2) P-fast sicher,

wobei ®(x) == 1{x < 0} — L{z > 0} ist.

Tabelle 1: Fille aller moglichen Realisationen bei zwei Zufallsvariablen

1{E,, >0,E,, <0
Em En2 —Hl{{Em <>O7En2 ><O}}— % _%(I)(EM)(I)(EM)
+ |+ 0+0—3 —5-(=1)-(-1)
+ | - 1+0—3 —2-(=1)-1
- |+ 0+1—3 —5-1-(=1)
- - 0+0—3 —3-1-1
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Beweis. Wir zeigen die Gleichheit in Tabelle 1, in dem wir alle 22 = 4 Fille fiir die
Vorzeichen von E,,, E,, betrachten. Die Fille F,, = 0 und £, = 0 treten P-fast

sicher nie ein und brauchen daher nicht betrachtet werden. O

Nun folgen zwei wichtige Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Asymptotik. Der
Zentrale Grenzwertsatz liefert asymptotische Normalitat (Klenke (2006), S. 304ff.):

Satz 2.4 (Zentraler Grenzwertsatz).
Fiir eine Folge (E,,)nen unabhdngig, identisch verteilter reellwertiger Zufallsvariablen

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit Var(X,) > 0 gilt:

E,—IEFE) » .
\/_Z \/m N—oo N(071)'

Die obige Notation NL> stellt die Konvergenz in Verteilung von Zufallsvariablen
—00

dar (Klenke (2006), S. 243). Da uns quadrierte Summen von Zufallsvariablen begeg-

nen werden, benotigen wir zudem ein Stetigkeitsargument in Form des Continuous-

Mapping-Theorems (Klenke (2006), S. 245):

Satz 2.5 (Continuous-Mapping-Theorem).
Seien (S;,d;) metrische Riume versehen mit der Borel-o-Algebra B(S;) firi=1,2
und sei ¢ : Sy — So B(S1) — B(S,)-messbar. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Die Menge Uy, der Unstetigkeitsstellen von 1 ist B(Sy)-messbar.

(ii) Fiir eine Folge von Sy-wertiger Zufallsvariablen (Xy)yen und eine Sy-wertige

Zufallsvariable mit P(X € Uy) =0 und Xy NL> X gilt,
—00

Y(Xy) L P(X).

N—oo

Wir verwenden im néchsten Satz das Continuous-Mapping-Theorem fiir reellwer-
tige Zufallsvariablen, die mit der Abbildung ¢ : R — R,  + 22 zu einer neuen
reellwertigen Zufallsvariable transformiert werden. Dazu versehen wir die Menge R

kanonisch mit folgender Metrik

d:RxR—=R, d(z,y):=|z—y

12



und gewdhrleisten die Stetigkeit von . Das Continuous-Mapping-Theorem wird
ferner in abstrakteren Riaumen verwendet, wie wir im dritten und vierten Kapitel
sehen werden. Mit dem Zentralen Grenzwertsatz und dem Continuous-Mapping-
Theorem wird die asymptotische Verteilung der vollen Zweier-Tiefe im néchsten

Satz hergeleitet.

Satz 2.6 (Asymptotische Verteilung der vollen Zweier-Tiefe).
Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 gilt

1 1

N(&2w 2)—=) 25 -1-X
(S( a) 2)m2( )7

wobei X eine x3-verteilte Zufallsvariable ist.

In Miiller (2005) wird eine analoge Aussage fiir Simplex-Tangent-Tiefen mit Metho-
den fiir U-Statistiken gezeigt. Fiir die volle Zweier-Tiefe konnen die gleichen Metho-
den verwendet werden (Kustosz und Miiller (2014)). Der folgende Beweis von Satz
2.6 ist vom Autor gefithrt und an der Beweisstruktur aus Kustosz et al. (2016a) zur
Asymptotik der vollen Dreier-Tiefe angepasst worden. Durch den Beweis des Autors
konnen die Analogien bei der Herleitung der asymptotischen Verteilung fiir den Fall

K =2 zum Fall K = 3 aufgezeigt werden.

Beweis. Wir verwenden die ®-Darstellung der vollen Zweier-Tiefe aus Lemma 2.3

und erhalten P-fast sicher folgende Gleichheit:

N (dg(ﬁ*, 7) - %)

N 1
= = ( Z (]l{Em >0,E,, <0} +1{E,, <0,E,, >0} — 5))

(2) 1<ni<n2<N

N 1
- m Z <_§(D<Em>q)(En2>> . (25)

2/ 1<ni<no<N
Das Ziel ist die Darstellung einer Doppelsumme, um den Zentralen Grenzwertsatz
(Satz 2.4) und das Continuous-Mapping-Theorem (Satz 2.5) anzuwenden. Zunéchst
erweitern wir die geordnete Summe in (2.5) um Permutationen, sodass die Rollen

1
von ny,no vertauscht werden konnen. Eine Korrektur mit dem Vorfaktor 3 ergibt

13



folgende Darstellung von (2.5):

N

) 1<ni#n2<N

- ﬁ (Z > O(E,,)®(E,,) — Z@(Eﬁ) (2.6)

N 1 & : 1 & )
== %= (W;wm) +—2<N_1);<1><En>

N 1 & ’ N
2N (m ;Q(E”O ANy 20

In (2.6) werden Summanden mit n; = ny als Nulladdition hinzugefiigt.

Mit ®(FE,)? = 1 P-fast sicher erhalten wir (2.7). Ferner gelten

[E(®(E,)) =0 und Var(®(E,,)) =1

N
und damit ist Xy := \/LNZ(I)(E”) nach dem Zentralen Grenzwertsatz asymptotisch

n=1

N (0, 1)-verteilt. Das Continuous-Mapping-Theorem liefert, dass X% asymptotisch
X3-verteilt ist. Ferner konvergiert % gegen 1 fiir N — oo deterministisch und
damit auch stochastisch. Mit dem Lemma von Slutzky (Bickel und Doksum (1997),
S. 461) ergibt sich 1(1 — X) als asymptotische Verteilung mit X ~ y3. O

Der Beweis zeigt uns neben der Asymptotik eine alternative Darstellung fiir die volle
Zweier-Tiefe, die in linearer statt quadratischer Laufzeit bestimmbar ist. Dabei sei
zu beachten, dass die Darstellung in (2.7) fiir beliebige ¥ € © gilt, da auch in diesem
Fall Lemma 2.3 angewendet werden kann, falls die Annahme (2.3) gilt:

) 1 N 1 & i N
N (ds(ﬁ, 7Z) — 5) = _2(N ) (\/N ;@(res(ﬂ, Zn)>> + m

Die volle Zweier-Tiefe kann als Anteil von unterschiedlichen Vorzeichen mit pas-
sender Normierung verstanden werden, da in der Summation der ®(res(d, Z,,)) sich
unterschiedliche Vorzeichen gegenseitig autheben. Die Art des haufiger vorkommen-

den Vorzeichens wird durch das Quadrat der Summe nicht berticksichtigt. Diese

14



Gleichheit wird uns im néchsten Unterkapitel zeigen, dass ein Test beruhend auf
der voller Zweier-Tiefe asymptotisch einem bereits bekanntem Vorzeichen-Test ent-
spricht. Ferner werden wir im dritten und vierten Kapitel uns solche analogen Dar-
stellungen zunutze machen, um asymptotische Verteilungen zu bestimmen, sowie

kiirzere Laufzeiten zu gewinnen.

2.3 Testverfahren beruhend auf der vollen Zweier-Tiefe

Aus der asymptotischen Verteilung kénnen wir ein Testverfahren aufstellen, das

asymptotisch ein vorgegebenes Signifikanzniveau « einhilt.

Korollar 2.7 (Testverfahren basierend auf voller Zweier-Tiefe).
Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 und das Hypothesenpaar Hy :
¥ € Og vs. Hy : ¥ € O hdlt das Testverfahren mit folgender Entscheidungsregel

asymptotisch das Signifikanzniveau o ein:

1
Man verwerfe Hy, falls sup (N (d%(ﬁ, z) — _)) < q&2)>
JEOg 2

wobei qg) das a-Quantil einer Zufallsvariablen % (1 —X) mit X ~ x? entspricht.

Beweis. Wir zeigen mit analoger Vorgehensweise wie in Miiller (2005), dass der
Fehler erster Art asymptotisch durch das Signifikanzniveau « beschrinkt wird. Fiir

jeden Parameter im Annahmebereich ¥y € O, gilt

Py, (sup (N (d%(z?, 7Z) — 1)) < qg))
€60 2

1
< Py, (N (dg(ﬁo, Z) — —> < q§3>> —

2 N—oo

nach Satz 2.6 und damit halt der Test asymptotisch das Signifikanzniveau ein. [

In der ®-Darstellung der vollen Zweier-Tiefe erkennen wir, dass die Betrachtung der
Vorzeichenwechsel von allen geordneten Paaren lediglich einer Zdhlung unterschied-
licher Vorzeichen entspricht. So ein Vorzeichen-Test ist bereits von Lehmann und
D’Abrera (1975) fiir Zweistichproben-Félle und von Huggins (1989) in einem allge-

meineren Rahmen fiir stochastische Prozesse betrachtet worden. Dabei wird in den
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angegebenen Quellen die Teststatistik ohne Quadrierung verwendet. Im nachfolgen-
den Satz 2.8 quadrieren wir die Teststatistik, um eine Vergleichbarkeit mit dem Test

in Korollar 2.7 zu ermoglichen:

Satz 2.8 (Asymptotischer Vorzeichen-Test).
Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 und das Hypothesenpaar Hy :
¥ € ©g vs. Hy : ¥ € Oy hdlt das Testverfahren mit folgender Entscheidungsregel

asymptotisch das Signifikanzniveau o ein:

Man verwerfe Hy, falls 1nf T (9, 2)* > wi_qg,

sign

N 1
1 1 <0}—5
wobei Ty, (9, Z) = i E ( {res(v 1) ) 2) und w, das a-Quantil der
n=1 2

X3- Verteilung sind.

Die Tests in Korollar 2.7 und Satz 2.8 sind asymptotisch dquivalent, d.h. die Testent-
scheidungen sind fiir grofe N gleich. Das zeigen wir, indem wir die Entscheidungs-
regel des Tests aus Korollar 2.7 asymptotisch dquivalent als die Entscheidungsregel
aus Satz 2.8 darstellen. Dabei wird verwendet, dass das a-Quantil der Zufallsvaria-
blen (1 —X) mit X ~ xi auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (9, A, P) die Gestalt

¢? = $(1 — wy_q) besitzt, denn

a=PX >w_,) = P(%(l - X)<=(1 —wl_a)).

Wir verwenden (2.7) aus dem Beweis von Satz 2.6, um die die asymptotische Gleich-

wertigkeit der Tests zu zeigen:

N 1 & i N ,
sup TR (\/qu)(res(ﬁ,Z))) +m<qé)

ISCH (

n=1
2
N 1 1{res(¥, Z) < 0} — 3
& 1-— > o (2.8
N —1 vee, (WZ z * N1~ ™ (28)
n=1 2 N e’
N— oo ! N— oo 0
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Die asymptotische Gleichwertigkeit liegt vor, da sich Anteile in der umgeformten
Entscheidungsregel asymptotisch vernachléssigen lassen, siehe Formel (2.8). Aus Si-
mulationsergebnissen in Kustosz und Miiller (2014) wird deutlich, dass die Tests
nicht exakt gleichwertig sind, d.h. fiir kleine N konnen sich unterschiedliche Tes-
tentscheidungen ergeben. Es wire wiinschenswert, wenn die Testverfahren beruhend
auf hoheren vollen Tiefen neue Testverfahren liefern. Das ldsst sich erwarten, da
die Teststatistiken fiir X' > 3 mehr Komplexitit und andere Vorzeichenstrukturen

ablesen. In der Tat kénnen wir in Kapitel 3 und 4 neue Testverfahren herleiten.

Notwendiger Stichprobenumfang
Zum Abschluss werden wir einen notwendigen Stichprobenumfang N herleiten, fiir
den das asymptotische Testverfahren iiberhaupt erst sinnvolle Ergebnisse liefern
kann. Ist N zu niedrig, kann der kritische Wert q&z) gar nicht unterschritten werden,
sodass das Testverfahren nie die Nullhypothese ablehnen und signifikante Aussagen
liefern kann. In so einem Fall sollte man mit den Quantilen der exakten Verteilung
arbeiten, die sich z.B. durch Simulationen bestimmen lassen. Zur Bestimmung eines
notwendigen Stichprobenumfangs betrachten wir den extremen Fall der Teststatistik
mit einer minimalen Tiefe von 0. Die folgende Ungleichung gibt eine notwendige
Bedingung an, die Nullhypothese abzulehnen und wird nach N aufgelost:

& N é —2q(2).

«

Fir hdufig verwendete Signifikanzniveaus o € {0.1,0.05,0.01} setzen wir das a-
Quantil der asymptotischen Verteilung (1 — X)) mit X ~ x? ein und bestimmen
den notwendigen Stichprobenumfang aufgerundet auf die néichste natiirliche Zahl

(vgl. Tabelle 2). Die Quantile der Zufallsvariablen (1 — X) besitzen die Gestalt

@@ = +(1 — wi_,). Die Quantile der x3-Verteilung konnen dabei in R mit dem

Befehl qchisq() berechnet werden. Es sei zu betonen, dass wir lediglich notwendi-

Tabelle 2: Notwendiger Stichprobenumfang N in Abhéngigkeit von hiufig verwen-
deten Signifikanzniveaus « fiir den Test aus Korollar 2.7
Signifikanzniveau « ‘ 0.1 ‘ 0.05 ‘ 0.01
notwendiges N ‘ 2 ‘ 3 ‘ 6
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ge Bedingungen hergeleitet haben, sodass das asymptotische Testverfahren sinnvoll
sein kann. Stichprobenumfinge, die nur leicht den notwendigen Wert iiberschreiten,
konnten dennoch zu einer schlechten Giite fiihren, da die Asymptotik noch nicht

wirkt, weswegen gegebenenfalls fiir kleine N das exakte Quantil besser sein kann.
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3 Asymptotische Verteilung der vollen Dreier-Tiefe

Wir beschéftigen uns im dritten Kapitel mit der vollen Dreier-Tiefe. Die nachfol-
genden Resultate bauen auf den Ergebnissen von Kustosz et al. (2016a) auf, ergénzen
und prézisieren sie aber noch zuséatzlich.

Durch Einsetzen von K = 3 in Definition 2.2 ergibt sich die volle Dreier-Tiefe:

dy(9,2) = % Z (ﬂ{res(ﬁ, Zny) > 0,1es(, z,,,) < 0,res(?), z,,) > 0}

(3) 1<ni<no<nz<N

+ 1{res(V, zn,) < 0,res(V, z,,) > 0,res(V, 2,,) < O})

Eine Standardisierung erfolgt durch N (d(9,z) —1). Ahnlich wie bei der vollen
Zweier-Tiefe miissen wir die Abhéngigkeitsstrukturen der geordneten Summe unter
Kontrolle bekommen. Die folgende Liste beschreibt eine allgemeine Beweisstratgie,
die wir bereits bei der vollen Zweier-Tiefe gesehen haben und auch im spéteren

Kapitel 4 bei hoheren vollen Tiefen verwenden kénnen:
1.Schritt: Wir leiten eine Darstellung mit der Funktion & her.
2.Schritt: Wir schreiben geordnete Summen in Quadrate von Summen um.

3.Schritt: Auf die Quadrate von Summen wenden wir eine Version des Zentra-

len Grenzwertsatzes und das Continuous-Mapping-Theorem an.

Die nédchsten drei Unterabschnitte des Kapitels entsprechen jeweils einem Beweis-

schritt aus dieser Liste.

3.1 ®d-Darstellung der vollen Dreier-Tiefe

Analog wie bei der vollen Zweier-Tiefe besitzen die einzelnen Summanden bei der
vollen Dreier-Tiefe stochastische Abhéngigkeiten. Der erste Schritt ist die Gewin-
nung einer Darstellung, in der die stochastischen Abh#ngigkeiten voneinander ge-

trennt werden. Das wird erneut durch die Funktion ® erzielt.

19



Lemma 3.1 ($-Darstellung der vollen Dreier-Tiefe).

Fiir Zufallsvariablen E,,, E,,, E,, mit P(E,, #0) =1 firi=1,2,3 gilt:

1
YEp, > 0, By < 0, By > 0} 4+ 1{Eyy <0, Epy >0, By, <0} — 5
1
= - Z_l ((I)(ETH)(I)(ETLQ) - (I)(ETH)(I)(ETH) + CD(EHQ)(D(Ens)) P-fO,St SY;ChG’/‘,

wobei () := 1{x < 0} — 1{x > 0} ist.

In Kustosz et al. (2016a) wird eine analoge Aussage asymptotisch im L?-Sinn gezeigt.
Die Aussage in Lemma 3.1 wurde vom Autor dieser Arbeit als Analogon zu jener
Aussage aus Kustosz et al. (2016a) mit der Funktion ® aufgestellt und von ihm mit
einer Beweisidee gezeigt, durch die sich eine allgemeinere ®-Darstellung fiir hohere
Tiefen herleiten ldsst (vgl. Kapitel 4, Satz 4.1). Dr. K. Leckey erkannte zuvor bei
jener analogen Aussage aus Kustosz et al. (2016a), dass sie exakt P-fast sicher gilt,

durch einen dhnlichen Nachweis wie in Tabelle 3.

Beweis. Analog zu Lemma 2.3 konnen alle 23 = 8 Kombinationen der Vorzeichen

betrachtet und die Gleichheiten verifiziert werden, siche Tabelle 3. Allerdings zeigt

Tabelle 3: Fille aller moglichen Realisationen bei drei Zufallsvariablen

E,, | E,, | E,, | linke Seite rechte Seite

+ [+ ]+ J0o+0-2 ] —L((-1)2-(-1)2+(-1)?
+ |+ ] = J0+0—3 [—3((-1)*=(-1)-14+(-1)-1)
+ | = |+ [ 140—3 [ —3((-1)-1—(-1)*+1-(-1))
+ | =] = ]0+0—3 | —3((-1)-1—(-1)-1+(-1)%)
- |+ ]+ ]0+0—5 | —2(Q-(-1)—1-(-1)+(-1)?)
- |+ ] - Jo+1—3 ] —1(-(-1)—1241-(-1))
— | -]+ ]0+0—5 | —(1*—1-(-1)+1-(-1))
-] -] -10+0-1 —TrP-12+1?

dieser Beweis nicht, wie die ®-Darstellung der vollen Dreier-Tiefe hergeleitet werden
kann. Die Betrachtung der Herleitung lohnt sich, da wir aus ihr im Kapitel 4 einen
allgemeineren Beweis ableiten kdnnen. Die Idee der folgenden Rechnung besteht

dabei, durch Nulladditionen Ausdriicke der Form ®(E,,)®(E,,) zu erhalten:

1
1By, > 0, By <0, Eyy > 0} +3{Ey, <0,B,, > 0,E,, <0} — ¢

20



1
= <1L{En1 >0,FE,, <0}+1{FE,, <0,E,, >0} — 5) 1{E,, >0}
1
—1{E,, <0,E,, >0,E,, >0} + 5Jl{Em > 0}
1
+ (]l{Em <0,E, >0}+1{E,, >0,FE,, <0} — 5) 1{E,, <0}
1 1
- 1{E, >0,F,, <0,FE,, <0} + Ejl{En3 <0} — 7 (3.1)
Da P(E,, #0) =1 fir i = 1,2,3 ist, gilt 1{E,, > 0} + 1{E,, < 0} = 1 P-fast

sicher. Ferner kénnen wir Lemma 2.3 nutzen, um ®-Darstellungen zu gewinnen und

schreiben (3.1) wie folgt um:

— SOE BB By > 0} — S0 (B, )R(E, )1{E,, <0}

1
{E, <0,E,, >0,FE,, >0} +1{FE,, >0,E,, <0,E,, <0} — ZL)

N

= — 5 O(Eu,)®(E.,) - (]l{Em <0,E,, >0,E,, >0}

1
+1{E,, >0,E,, <0,E,, <0} — 1)' (3.2)

In (3.2) gewinnen wir den zweiten Summanden, der sich analog zu obiger Uberlegung

folgendermalfen darstellen lésst:

1
1{E,, <0,E,, >0,E,, >0} +1{E,, >0,FE,, <0,FE,, <0} — 1
1
=— §®(En1)<I>(En3) - (1{Em >0,F,, >0,FE, <0}
1
+1{E,, <0,E,, <0,E,, >0} — Z)' (3.3)

Eine weitere Rechnung mit dem zweiten Summanden in (3.3) liefert analog:

1
{E, >0,E,,>0,F,, <0} +1{F,, <0,E,, <0,E,, >0} — 1
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1
= — S O(En)®(Ey) ~ (Jl{Em >0,E,, <0,E,, >0}

1
+1{E,, <0,E,, >0,E,, <0} — Zl)
Wir bemerken, dass durch mehrfache Durchfiihrung dieser Rechnung sich der ur-
spriinglich zu untersuchende Summand der vollen Dreier-Tiefe mit umgedrehten

Vorzeichen ergibt. Nun setzen wir rekursiv die obigen Gleichheiten ein und erhalten:

1
1{E,, >0,E, <0,E,, >0} +1{FE,, <0,E,, >0,FE,, <0} — 2
1
= _§(ID(EH1)(I)(E712)
1
— <31{En1 <0,E,, >0,FE,, >0} +1{FE, >0,F,, <0,E,, <0} — Z)
1 1
= _§CD(ER1>(I)(E712> + é(I)(Em)(I)(Ens)
1
+ (Jl{En1 >0,FE,, >0,F,, <0}+1{F,, <0,E,, <0,E,, >0} — 1)
1 1 1
= _iq)(Em)(I)(Em) + §(I)(En1)q)(En3) - §®(En2)®(En3)

1
- (]l{Em >0,FE,, <0,E,, >0} +1{E,, <0,E,, >0,E,, <0} — 71) (3.4)

Nach Addition des letzten Summanden und Division durch 2 in (3.4) erhalten wir:

1
{E, >0,FE, <0,E,, >0} +1{FE,, <0,E,, >0,F,, <0} — 1
1
= - Z (©(En1)©(En2) - q)(Enl)q)(En:a) + (I><En2)q><En3)) )

was der behaupteten Darstellung entspricht. Dabei sei zu beachten, dass nach der
Verwendung der Voraussetzung P(E,, # 0) = 0 und des Lemmas 2.3 nur P-fast
sichere Gleichheiten gelten. 0
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3.2 Umsortierung zur Doppelsumme mit separierten

Summanden in Produktform

Bevor wir mit der ®-Darstellung der vollen Dreier-Tiefe arbeiten, zeigen wir im
Lemma 3.2 eine Integraldarstellung der Differenz von Maximum und Minimum,
um im weiteren Verlauf eine symmetrische Darstellung der vollen Dreier-Tiefe zu
gewinnen. Diese Integraldarstellung ist aus Kustosz et al. (2016a) entnommen, in
der sie ebenso verwendet wird. Im Lemma 3.2 wird eine weitere Notation einer

Indikatorfunktion 1 4(x) fiir eine Menge A C R und = € R verwendet:

1, firzeAd
]]_A(l’) =
0, firz¢ A

Lemma 3.2 (Differenz von Maximum und Minimum).

Firny,ng € R und N >0 gult

|7’Ll — 7’LQ| . & <TL1 ) (TLQ >
v e\ ) ey )

[e.9]

Falls zusatzlich ny,ny € (0, N| sind, gilt

[ (50 (5 -0 a=

o0
Der Beweis von Lemma 3.2 ist vom Autor dieser Arbeit gefiihrt worden.

Beweis. Wir beginnen auf der rechten Seite. Dazu fassen wir die Indikatorfunktionen

als Bedingungen auf, die den Integrationsbereich wie folgt einschranken:

Lom b, Lome ]

2 N -2 2 N -2
o ny 1<t<n1+1 A N9 1<t<7’L2+1
N 2~ N 2 N 2~ N 2

Fassen wir die unteren und oberen Schranken von t zusammen, erhalten wir:

max{ni,na} 1 e min{n;, no} 1

N 2~ N 2 (3:5)
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und konnen die Grenzen des Integrals auf der rechten Seite durch die berechneten

Grenzen ersetzen. Ferner verwenden wir max{nj,no} — min{ny,ns} = |n; — na|:

00 n n min{rr]LVlgrLQ}_"_%
1 2 L
b / -1 (701 (1) =1 [m{,;,nz}_; Ldt
4 ~ max{ny, n2} — min{n;, no} 1) = Iny — ng\.
N N

Fiir die zweite Aussage des Lemmas geben wir fiir die Integrationsgrenzen eine untere
bzw. obere Schranke an. Mit 0 < & < 1, 0 < 2 < 1 und den Ungleichungen in

(3.5) folgen die Grenzen

max{ny,no} 1 - 1
- N 2 2’
min{ny,n2} 1 3
< ——+=-<=
N 2=y
die wir im Integral einsetzen kdnnen. 0

Wir werden das Lemma im Beweis des néchsten Satzes 3.3 fiir den Fall, dass nq,no €

{1,..., N} Laufindizes einer Summe von 1 bis N sind, anwenden.

Satz 3.3 (Darstellung mit separierten Summanden in Produktform).

Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 gilt

N(@wﬂ@—i):8g;<éﬁﬁfwﬁg
I (

NG o1 &
e

3

2 N
— t) O(E,) | dt+ —~~ P-fast sicher.
8(5)

Der Satz 3.3 wird in Kustosz et al. (2016a) nur asymptotisch im stochastischen
Sinne bewiesen, da einerseits dort eine analoge Variante von Lemma 3.1, die dort
nur asymptotisch im L2-Sinn gezeigt wird, verwendet wird und andererseits dort
Summen von Zufallsvariablen mit dem Gesetz der grofen Zahlen asymptotisch ver-
nachléssigt werden. Der Autor dieser Masterarbeit erkannte, dass jene Summen von
Zufallsvariablen P-fast sicher exakt 0 sind und hat Lemma 3.1 ebenso in einer P-

fast sicher exakten Version prézisiert, wodurch Satz 3.3 P-fast sicher exakt gilt. Der
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nachfolgende Beweis enthélt beim Umgang mit geordneten Summen, sowie bei der

Anwendung von Lemma 3.2 Ideen aus Kustosz et al. (2016a).

Beweis. Wir schreiben die Summanden der standardisierten vollen Dreier-Tiefe ge-

mafk Lemma 3.1 in ihre P-fast sicher giiltige ®-Darstellungen um:

N (dg(ﬁ*,Z) - i)

1<ni<ngo<ng<N

O(E)P(Bny) + ) B(E)P(Eny)

( 1<n1<n2<n3<N 1<ni<na2<ns<N

N
4(3)
N
4(3)

1<n1<n2<n3<N
In jeder Summe in (3.6) kommt ein Laufindex vor, von dem die Summanden nicht
abhingen. Wir konnen den jeweiligen Laufindex in den Summen entfernen, wenn wir
mit der Anzahl der Kombinationen ausgleichen und erhalten so folgende Darstellung

von (3.6):

N
—— - N — no)®(E,,)®(E,,
4<N)( >V =)0 )(Er)

3 1<ni<na<N

Y (s DO(E,)B(E,)

1<n1<ng<N

- ) (n2—1)‘I’(En2)‘P(En3))

1<na<nz<N

- | = N —max{ny,ny})®(E,,)P(E,,
8(N)< >« { HE(En, )P(En,)

1<ni#ne <N

+ Y (max{ny,ng} — min{n;, ns} — 1)(E,, ) (E,,)

1<n1#n3<N

- > (max{ng,ng}—1)(I>(En2)<I>(En3)>. (3.7)

1<no#ng<N

Um (3.7) zu gewinnen, werden die Permutationen der Laufindizes hinzugefiigt und

1
gleichen mit dem Vorfaktor oy aus.
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Ferner benennen wir in (3.7) die Laufindizes in allen Summen einheitlich:

% < _ Z (N —max{ni,no})®(E,,)P(E,,)

3 1<n1#ne<N

+ > (max{ng,na} — min{ny, no} — 1)B(E,,)(E,,)

1<ni1#n2<N

1<n1#ne<N
N
8(%

3) 1<n1#na<N

- Z (max{nlv n2} - 1)(I)(En1)q)(En2))

(2[n1 = nof = N)O(En, ) (Ey,), (3-8)

wobei sich (3.8) durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der Summanden und
mit Verwendung von max{n,ns} — min{ny,na} = |n; — ng| ergibt. Wir fiigen die

Laufindizes mit n; = ny als Nulladdition in (3.8) hinzu:

N & ol
- 2|y —ng| — N)®(L,, )P (L, Q(NY
8(];) n1%:=1< ’ | ) ( ) ( )+ 8(3)

N
= — — (I) En1 q) En2
8(];) nl,nzgzl ( ) ( )

N2 N ]nl—ng\

N3
1) D N CE)R(E) +
3/ ni,ne=1

—. 3.9
S(N) ( )

3

+

Wir legen nun den Fokus auf die zweite Summe in (3.9) und verwenden Lemma 3.2:

N2 N ]nl—n2|

el > — 2(Ew)2(E)

ni,ne=1

2 N

.2 (1 -/

Setzen wir diese Gleichheit in (3.9) ein, ergibt das insgesamt:

NI

|
=

i

[
s,
/N

=
=2
|
~
N——
=
i
ol=
s
|
|

~
N—

ISy

~

N——

KA
—~
Eﬂj
~—

KA
—
5
N}
~—

-
TPV
_4](2) Zl </ sy (7 -1 (5 -1) dt) B(Ep,)D(En,) + 8](%
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N1 & :
g

N3 3 ’ N
()/ (\/_Z (-11] (——t)(b(En)> dt+@,

1
2
wobei die Darstellung der Doppelsumme in eine Summe ins Quadrat die Behauptung

von Satz 3.3 liefert. OJ

Der Satz 3.3 wird unter dem wahren Parameter * mit Residuen Fj, ..., Ex formu-
liert. Allerdings gilt er auch fiir res(d, Z;), ..., res(d, Zy), da auch fiir die Residuen
die ®-Darstellung aus Lemma 3.1 gilt. Aus den Resultaten in Kustosz et al. (2016a)
kann die Laufzeit der vollen Dreier-Tiefe nur asymptotisch verkiirzt werden, da die
Darstellung nicht exakt gefunden wurde. Die Idee der Laufzeit-Reduktion der vol-
len Dreier-Tiefe ist erstmals von Dr. K. Leckey vorgeschlagen und in Kustosz et al.

(2016a) nicht untersucht worden.

Bemerkung 3.4 (Verkiirzung der Laufzeit der vollen Dreier-Tiefe).

Wir zeigen, dass die alternative Darstellung der vollen Dreier-Tiefe in Satz 3.3 in
linearer statt kubischer Laufzeit bestimmbar ist und skizzieren, wie man mit einem
Programmpaket, z.B. in R (R Core Team (2018)), die Berechnung implementieren
sollte. Zunichst berechnen wir in linearer Laufzeit den Vektor S € RY der kumu-

lierten Summen der ®(res(v, Z,)) fir n =1,..., N:

T

S =(s1,.r8n) = (Z D (res(V, Zn))>

1<i<N

So konnen wir den ersten Ausdruck aus Satz 3.3 in linearer Laufzeit bestimmen:

Mo 2 i A
@ <\/_N;<I>(res(19, Zn))) T AN -1)(N-2) N

N
Nun betrachten wir Z]l 11] (% —t) ®(res(V, Z,)) und fassen den Bereich der

Laufindizes der Summe mlt der Bedingung der Indikatorfunktion zusammen. Zur
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besseren Lesbarkeit schreiben wir statt max{¢, s} bzw. min{t, s} nun ¢t Vs bzw. t A s:

Da die Summe iiber n € {1, ..., N} liuft, kénnen wir die Schranken der Ungleichung

durch Abrundung umschreiben:

) rensr(ed)

Die untere und obere Grenze der Summe kann also wie folgt dargestellt werden:

N | N(t+3) | AN
S (w-t)etesw.z) = Y 0fes, Z)
(¥ o)
| N(t+3) |AN | N(t-3)]vo
= O (res(, Z,,)) — O (res(, Z,))
([v(+3)]
O (res(, Z,)), fir —3 <t<3
=\~ N (1) (3.10)
Z@(res(ﬁ‘, Zn)) — (I)(res(ﬁ’ Zn)), fiir £ < ¢ < %

Die Summe Z]l(f%’%] (% —t) ®(E,) kann in Abhéingigkeit von ¢ als Treppenfunk-
n=1
tion aufgefasst werden und die Hohe der Treppenstufen kénnen wir nach der Fall-

unterscheidung in (3.10) durch folgenden Vektor darstellen:

.
D=8 (sn,...sn) =S| eR¥.
N e’

€RN

Die Sprungstellen sind im Integrationsbereich [—%, %} im Abstand von % voneinan-

der entfernt, sodass wir den zweiten Ausdruck aus Satz 3.3 mit Integral in linearer
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Laufzeit wie folgt iiber D = (dy, ..., dyn)" berechnen kénnen:

. 4](V—N> /. (LN > 1y (F 1) 2es(o. Z@)) dt
3 2N ,
T AN -1V -2 ;dj

Die Anzahl an bendtigten arithmetischen Operationen, d.h. die Zahlung aller Addi-
tionen und Multiplikationen (Korte und Vygen (2018), S. 6), bei der Bestimmung
der vollen Dreier-Tiefe in obiger Darstellung betragt 5N + 6, wobei der Vorfaktor
ausgeklammert und so nur einmal berechnet werden braucht. U

3
1(N=1)(N—-2)

3.3 Anwendung des Invarianzprinzips von Donsker

Die Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes ist auf die Darstellung der vollen
Dreier-Tiefe in Satz 3.3 nicht direkt moglich, da im Integralteil die Verteilung des
Integranden von ¢ abhingt, sodass die Grenzverteilung auch von ¢ abhdngen wird.
Fassen wir den Integranden als stochastischen Prozess mit Zeitparameter ¢ auf, so
konnen wir eine verallgemeinerte Version des Zentralen Grenzwertsatzes fiir Irr-
fahrten, das Invarianzprinzip von Donsker, verwenden. Dieser funktionale Zentrale
Grenzwertsatz liefert die schwache Konvergenz der Verteilung von zeitskalierten nor-
mierten Irrfahrten gegen das Wiener-Mafk, das assoziiert als stochastischer Prozess
der Brownschen Bewegung entspricht. Der Vollstdndigkeit wegen wird die mathe-
matische Bedeutung der Brownschen Bewegung angegeben (siche Klenke (2006), S.
436ff, S. 451ff.). Ein reellwertiger stochastischer Prozess (B).cjo1) auf dem Wahr-

scheinlichkeitsraum (€2, .4, P) heifst Brownsche Bewegung, falls
(ii) B hat unabhéngige, stationire Zuwéchse,

(iii) B, ~ N(0,¢) fiir alle ¢ € (0, 1],

(iv) P-fast sicher gilt fiir jedes w € 2, dass ein Pfad ¢ — B;(w) stetig ist.
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Da die Pfade der Brownschen Bewegung P-fast sicher stetig sind, konnen wir sie
als Prozess auf C[0,1] := {f : [0,1] — R; f stetig} auffassen, um das Wiener-Mafs
als Wahrscheinlichkeitsmaf auf C[0, 1] einzufiihren. Wir betrachten fiir ¢ € [0, 1] die

Auswertungsfunktionale (auch kanonische Projektionen genannt)
II; : C[0,1] — R, IL(f) = f(¢t) fir t € [0,1],

um eine o-Algebra C := o (I, t € [0, 1]) auf C[0, 1] fiir das Wiener-Maf zu definieren.

Versehen wir C[0, 1] mit der uniformen Topologie, induziert durch folgende Norm:

1f = 9lloo := sup} | f(t) — g(t)] fiir f,g € C0,1],

te(0,1

so erhalten wir mit einem $-Argument und mit dem Approximationssatz von Wei-
erstraf, dass (C[0, 1], ]|.]|) ein separabler Banachraum ist (Werner (2018), S. 5f., S.
31f.). In diesem Fall sind C und die Borel-o-Algebra identisch:

C = B(C[0,1], [|loo) -

Es existiert eine Menge Q € A zur Brownschen Bewegung (Bt)iejoq) auf dem Wahr-

scheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit der Eigenschaft:
P(Q) =1 und (t+ By(w)) € C[0,1] fiir alle w € O

wegen der P-fast sicherer Stetigkeit der Pfade. Wir definieren A := A | als Spur-o-
Algebra von A beziiglich Q und entsprechend P := P | 1 als Wahrscheinlichkeitsmaf
eingeschréinkt auf (Q, A) (Klenke (2006), S. 10). Der Operator B:

B:Q— C[0,1),B(f) = f

ist (A,C)-messbar, wodurch wir das Bildmak W := Pp auf (C[0,1],C) definieren
kénnen. W ist dann das Wiener-Maf und (II;);c[0,1) entspricht als kanonischer Pro-

zess der Brownschen Bewegung.
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Satz 3.5 (Existenz des Wiener-Mafies).
Fs existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs W auf (C[0,1],C) beziiglich dessen der ka-

nonische Prozess eine Brownsche Bewegung ist.

W heifit Wiener-Mafl und (C[0,1],C, W) heifit Wiener-Raum.

Das Wiener-Maf ist nach dem Satz von Donsker der Grenzwert beziiglich der schwa-
chen Konvergenz von der Verteilung zeitskalierter Irrfahrten, die sich als Summe von
zentrierten und standardisierten unabhéngig, identisch verteilten Zufallsvariablen er-
geben. Der Satz von Donsker wird fiir unsere Anwendungen auf dem Intervall [0, 1]

formuliert, kann aber auch auf [0, 0o) fortgesetzt werden (Klenke (2006), S. 4561f.):

Satz 3.6 (Funktionaler Zentraler Grenzwertsatz nach Donsker).

Sei (Ex)nen eine Folge unabhingig, identisch verteilter reellwertiger Zufallsvaria-
blen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (S0, A, P). Dabei seien IE(E)) = p und
Var(Ey) = ¢* > 0. Fir t € [0,1] und N € N wird ein stochastischer Prozess
(gfv)te[o,l] mit stetigen Pfaden durch folgende Abbildung

SN(t):[0,1] = R

1 X Nt — | Nt]

JNo? ;(Ez — )+ W(ELNHJA — 1)

mit SN (t) == SN =

definiert. Im Sinne der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien bzw.

der Konvergenz in Verteilung auf (C|0,1],C) gilt (bzgl. der uniformen Topologie):
(S; eefo N—> W,
— 00

wobei (SN)icio1) in N € N eine Folge von stochastischen Prozessen auf (C[0,1],C)
ist und W dem Wiener-Maf$ auf (C|0,1],C) im Zeitintervall [0, 1] entspricht.

Die stetige Interpolation der normierten Irrfahrt wird in der obigen Version des
Invarianzprinzip von Donsker gefordert. In Satz 3.3 liegt allerdings nicht die Dar-
stellung eines stetigen Prozesses vor. Als Ausweg konnen wir auf einer Obermenge,

dem Raum der rechtsstetigen Funktionen mit linksseitig existierenden Grenzwerten,
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kurz: cadlag-Funktionen, arbeiten (Billingsley (1999), S. 121):

DI[0,1] :={f :[0,1] = R; fiir jedes t > 0: f(t) = h{% f(s) und der linksseitige

Grenzwert li}g f(s) existiert fiir jedes ¢ > 0 und ist endlich.}

Der Satz von Donsker lésst sich derart erweitern, dass die Aussage auch fiir nicht not-
wendig stetig-interpolierte cadlag-Prozesse gilt. Dabei wird der Raum D]0, 1] mit der
sogenannten Skorohod-Topologie versehen, die durch die in Satz 3.7 vorgestell-
te Skorohod-Metrik dp induziert wird. Wir nennen (DJ0,1],dp) dann Skorohod-
Raum (Billingsley (1999), S. 123ff., S. 127ff.):

Satz 3.7 (Skorohod-Raum).

Sei A = {\ : [0,1] — [0,1]; A streng monoton wachsend, bijektiv}, d.h. fir alle
X € A gilt: X(0) = 0,\(1) = 1. Wir definieren fir A € A:

o (A0

t—s

[AI° ;= sup
s#te(0,1]

Die Skorohod-Metrik ist eine Abbildung der Form DI[0,1] x D[0,1] — R fiir (f,g) —
dp(f,g) mit:

d(f.9) = ;gg{nArr v sup [£(t) - <goA><t>|}.

te(0,1]
(D[0,1],dp) bildet einen separablen, vollstindigen metrischen Raum.

Die Skorohod-Metrik misst den Abstand zwischen zwei Funktion in der Supremums-
norm mit einer zusétzlichen hinreichend kleinen zeitlichen Parametrisierung durch

A. Anders formuliert folgt aus dp(f,g) < e:

[A° < eund sup [f(t) — (9o N)(t)| <e,
t€[0,1]

wobei ||A||° < e bedeutet, dass die Parametrisierung sich nicht zu stark von der
Identitdt unterscheiden darf. Ferner wird der Einfluss der Parametrisierung im Falle

der Konvergenz hinreichend klein, d.h. fiir eine Folge (f,)new € D[0,1] und f €
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D[0,1] gelten (Billingsley (1999), S. 124):

fn 4, f < Es gibt eine Folge (A\,)nen € A, sodass
—00

n

Foon, A=y it

n—oo

A = i),
n—so0
wobei idjp ;) die Identitdt auf [0,1] beschreibt. Ferner fithren wir mithilfe der To-
pologie die Borel-o-Algebra auf D[0, 1] mit D = B(D]0, 1],dp) ein. D ist dabei die
kleinste erzeugte o-Algebra aus dem System der offenen Mengen auf D[0, 1] beziig-
lich der Skorohod-Topologie. Die kanonischen Auswertungen II, fiir ¢ € [0,1] auf

D[0,1] seien (nun sind nicht mehr die kanonischen Projektionen auf C0, 1] gemeint)
I, : D[0,1] — R, IL(f) = f(t) fir t € [0, 1]

und sind D — B(R)-messbar. Ein anderer niitzlicher Erzeuger von D ist das System

der Urbilder dieser kanonischen Auswertungen (Billingsley (1999), S. 133ff.):
D=0l : t €[0,1]). (3.11)

Dieser Zusammenhang hilft beim Nachweis der Messbarkeit von Abbildungen mit
Definitionsmenge D[0, 1]. Um den Satz von Donsker fiir cadlag-Prozesse nun zu for-
mulieren, miissen wir kliren, was formal das Wiener-Maf auf dem Raum (D[0, 1], D)

ist. Wir betrachten die Identitdtsabbildung J
J: C[0,1] = D[0,1], J(f) = ,

welche insbesondere C —D-messbar ist. Fiir das Wiener-Maf W auf (C[0, 1], C) liefert
das Bildmaf W; auf D[0, 1] die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen und wir

konnen es als das Wiener-Maf auf (D[0, 1], D) auffassen (Billingsley (1999), S.146f.):

Satz 3.8 (Satz von Donsker fiir cadlag-Funktionen).
Sei (Ex)nen eine Folge unabhingig, identisch verteilter reellwertiger Zufallsvaria-

blen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dabei seien IE(E,) = p und
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Var(Ey) = ¢* > 0. Fir t € [0,1] und N € N wird ein stochastischer Prozess
(SY)iepo,) mit cadlag-Pfaden durch folgende Abbildung

SN(t):[0,1] = R,
[Nt

1
mit SN (t) := SN = Z<E’ — 1)
VNo? 3

definiert. Im Sinne der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen bzw.

der Konvergenz in Verteilung auf (D[0,1], D) gilt (bzgl. der Skorohod-Topologie):
N D
(S; )eep) —— Wy
N—oo

wobei (S7¥)iepa] in N € N eine Folge von stochastischen Prozessen auf (D0, 1], D)
ist und Wy dem Wiener-Maf auf (D]0, 1], D) im Zeitintervall [0, 1] entspricht.

Wir werden im Beweis bei der Asymptotik der vollen Dreier-Tiefe in Satz 3.10 Dons-
kers Invarianzprinzip fiir cadlag-Prozesse mit dem Continous-Mapping-Theorem an-
wenden. Aus der Konstruktion des Bildmafses W gilt, dass der Grenzprozess im Satz

von Donsker in 3.8 in folgendem Sinne mit Wahrscheinlichkeit 1 stetige Pfade hat:
Fiir alle A € D mit C[0,1] C A gilt W;(A) = 1. (3.12)

Diese zunéchst umstindlich wirkende Formulierung ist wichtig, da nicht klar ist, ob
C'0,1] eine D-messbare Menge ist und im Maf W, ausgewertet werden kann. Es
geniigt fiir die Anwendung des Continuous-Mapping-Theorems die Stetigkeit eines
Funktionals ¥ : D[0,1] — R auf der Teilmenge C]0,1] € DJ0, 1] nachzurechnen,
falls W; die Verteilung des Grenzwertes ist. Denn nach dem Continuous-Mapping-
Theorem ist die Menge der Unstetigkeitsstellen Uy eine D-messbare Menge, da D
die Borel-o-Algebra auf (D0, 1],dp) ist. Es geniigt zu zeigen, dass W;(Uy) = 0 ist.
Wenn die Menge der Stetigkeitsstellen U$ die Menge C[0, 1] enthilt, folgt:

3.12)

W,(Uy) = 1= W,(U§) “2 0.
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Die Idee zur Anwendung des Continuous-Mapping-Theorems trotz eventueller Mess-
barkeitsproblematik stammt vom Autor dieser Arbeit. Fiir stetige Funktionen als
Grenzwert sind die Skorohod-Topologie und die uniformen Topologie dquivalent, so-
dass im Beweis von Satz 3.10 bei der Anwendung des Continuous-Mapping-Theorems

im Satz von Donsker auf die uniforme Topologie zuriickgegriffen werden kann:

Lemma 3.9 (Stetige Funktion als Grenzwert).
Sei (fu)new C DI0,1] eine Funktionenfolge von cadlag-Funktionen und f € C[0,1]

eine stetige Funktion. Dann gilt:

d floo
n—oo

n—o0

Beweis. Die folgende Rechnung ist an Billingsley (1999), S. 124 angelehnt. Die Be-
weisrichtung <= gilt auch fiir f € D|0, 1]. Nach der Voraussetzung gilt:

sup |fn(t) — f(t)| —— 0. (3.13)

t€[0,1] n—00

Fiir A\g = idjo1) € A gilt einerseits || Ao||° = 0 und andererseits:

A€A te[0,1 te[0,1]

inf {HAH° \ sup [fnlt) = f(A(t))\} < sup | fu(t) = f(Ao(8))]

= sup [fu(t) — f(1)]. (3.14)

t€[0,1]

Setzt man die Formeln (3.13) und (3.14) zusammen, ergibt sich:

n—oo

inf {W v sup |flt) - f(A(tm} —0
€ t€[0,1]

d.h. f, AN f- Um die Beweisrichtung ,,=“ zu zeigen, benétigen wir, dass der
n—oo
Grenzwert f gleichméfig stetig ist, was als stetige Funktion auf einer kompakten

Definitionsbereich erfiillt ist. Da f, AN f gilt, existiert eine Folge (A\,)nen € A
n—oo
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mit A, M idjp 1. Ferner gilt mit der Dreiecks-Ungleichung:

n—oo

sup |fu(t) = f(8)] < sup [fu(t) = f(Au(t))[ + sup [f(Au(t)) — f(D)].

t€[0,1] te[0,1) te[0,1]

Einerseits gilt sup |fn(t)— f(Au(t))] — 0, wegen f, AN f und andererseits gilt
n— o0 n— o0

te(0,1]
sup |f(An(2))—f(t)] —— 0, da f gleichmékig stetig ist und sup |\, (t)—t] —— 0
t€(0,1] n—00 t€[0,1] n—o00
vorliegt. OJ

Das Lemma 3.9 zeigt, dass die uniforme Topologie verwendet werden darf, wenn
der Grenzwert eine stetige Funktion ist. Das wird sich im Beweis von Satz 3.10
zunutze gemacht, da wir in Satz 3.8 die Brownsche Bewegung als Grenzwert von

(nicht notwendig stetigen) cadlag-Prozessen erhalten.

Satz 3.10 (Asymptotische Verteilung der vollen Dreier-Tiefe).

Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 gelten

3

3
1 3 3 [
(i) N(dzw*,m——) v By eBaid

1
2

wobei (By)iepo,1) die Brownsche Bewegung sei und v : D[0,1] — R x D [—%, %] ein

Operator sei, der wie folgt koordinatenweise definiert wird:

n(f) = f(1),

Ya(f)(t) = f (<t+ %) /\1) —f ((t— %) vo) firt e {—%g} .

Die Schreibweisen ;(B,) bzw. 12(B,); mit dem dunklen Punkt sollen betonen,

dass eine gesamte Funktion auf R bzw. auf D [— 3} abgebildet wird. Analoge

2
Schreibweisen sind fiir ¢(SY) baw. ¢»(SY), zu verstehen. Der Raum D [—1, 3]

entspricht dem Raum der cadlag-Funktionen auf [—%, %} Im nachfolgenden Beweis

36



brauchen wir keine Topologie auf diesem Raum, da die Koordinaten in der Aussage
(1) direkt auf reelle Zahlen abgebildet werden und wir diesen Raum iiberspringen. In
Kustosz et al. (2016a) wird Satz 3.10 in einer dquivalenten Form aufwindiger iiber
die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses und einem Straffheitsargument
gezeigt. Der hier vorgestellte Beweis ist vom Autor dieser Arbeit und von Dr. K.
Leckey gefunden worden und beruht auf die Anwendung des Satzes von Donsker in

3.8 (siehe auch Bemerkung 3.12 fiir einen detaillierteren Vergleich).

Beweis. Wir zeigen zuniichst die D — B(R?)-Messbarkeit des folgenden Funktionals

_1
2

U D[0,1] = R%, U(f) = (%(f)Q, () dt) :

wobei wir dazu koordinatenweise die D — B(R)-Messbarkeit zeigen. Die erste Koordi-
nate ldsst sich iiber die kanonische Auswertung v (f)? = I1;(f)? darstellen, welche
D — B(R)-messbar ist, siehe (3.11). Ferner liefert auch das Produkt von zwei solcher
messbaren Funktionalen erneut ein messbares Funktional. Die zweite Koordinate

von ¥ schreiben wir durch Verschiebungen auf den Integrationsbereich [0, 1] um:

<
v

1

(Pea= [ :

(f (t+3) - 1(0))” dt+/ (F) = F(t= 1)) dt

NI

2

o= NI o=

ft+1) dz&—Qf(o)/2 f(t+3) dt+ f(0)?

I
—

1
2

+f(1)2—2f(1)/12f(t—§) dt+/ff(t—%)2 dt

2

[\

) / FOF dt+ FO07 + F(1)? — 2(£(0) + £(1)) / £ () dt (3.15)

Wir zeigen die D — B(R)-Messbarkeit fiir das erste Integral. Fiir die anderen Sum-
manden ldsst sich die Messbarkeit analog zeigen. Wir schreiben das Integral als
unendliche Summe und repréisentieren die Funktion durch die kanonischen Auswer-

tungen II;, um die Messbarkeit zu zeigen:

! 1 — A 1 &
t)%dt = lim — —) =lim =) H«(fH2
) nzaznsz(n) S5 > ()
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Die abzéhlbare Summe der kanonischen Auswertungen ist eine D — B(R)-messbare
Abbildung, da die Konvergenz punktweise gilt wegen hochstens abzdhlbar vieler
Sprungstellen (Kaballo (2000), S. 131ff.) und punktweise Limiten messbarer Abbil-
dungen messbar sind (Bauer (1992), S.59f.), womit die Messbarkeit des Integrals
gezeigt ist. Die zweite Koordinate entspricht einer Summe von mehreren messbaren
Abbildungen, womit wir die D — B(R)-Messbarkeit der zweiten Koordinate von ¥
gezeigt haben. Damit ist U D — B(R?)-messbar. Fiir die Aussage (i) stellen wir bei-
den Koordinate der linken Seite als Auswertung mit dem Operator ¢ in S dar. Die

Auswertung von S in der ersten Koordinate 1); liefert:

N1
(s = —= 3 #(5,)

Zur Untersuchung der zweiten Koordinate fassen wir den Bereich der Laufindizes
der Summe \/LN SV ]1(_%7%] (% —t) ®(E,) wie in Bemerkung 3.4 mit der Indika-

torfunktion zusammen:

n= n=| N((t=3)v0) |+1
() | (=)

= \/_N - (I)(En) - ﬁ — (I)(En)

- S]ZJF%)M - S]Z—é)vo

Wir kénnen also die zweite Koordinate {iber die Abbildung 1), identifizieren:

Va8 = Sé\;-%)/\l - Sg—%)vo

Nach dem Satz von Donsker in 3.8 gilt wegen [E(®(E,)) = 0 und Var(®(E,)) =1

fiir n € N fiir den vorliegenden cadlag-Prozess (S7Y)iejo.1:

S o(E,) 2 (B)repo.-

N—oo
te[0,1]
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Wenn gezeigt wird, dass auf der Menge C]0,1] die Abbildung ¥ (DJ[0,1],dp) —
(R?,]|.]|2))-stetig ist, wobei ||.||» die euklidische Norm auf R? beschreibt, so folgt mit
dem Continuous-Mapping-Theorem:

U(SN) —"— U(B.),

N—oo

da zum stochastischen Prozess (B;):c(o,1) das assoziierte Mak W auf (D0, 1], D) mit
Wahrscheinlichkeit 1 stetige Pfade im Sinne von (3.12) hat. Es geniigt also die Ste-
tigkeit fiir (f,)nen € D[0, 1] mit f, ni—i@) f fiir f € C[0,1] zu zeigen. Nach Lemma
3.9 konnen wir dquivalent f,, % f betrachten. Wir zeigen die Stetigkeit von W

koordinatenweise beziiglich dem Betragsabstand, da dies dquivalent zur Konvergenz

in ||.|[2 auf R? ist. Fiir die erste Koordinate von ¥ gilt:

|¢1(f)2 - 7/)1(fn)2‘ = ‘f(l)Q - fn(1)2|

< sup [f()? = fu(®)®| < sup [f(t) = fu(®)] - sup [f(t) + fu(t)] — 0,
t€[0,1] te[0,1] tel0,1] n—00

wobei sup |f(t) + f.(t)| sich mit der Dreiecks-Ungleichung beschrénken ldsst, da
te(0,1]
(fn)nen als konvergente Folge und f als stetige Funktion auf einem kompakten Defi-

nitionsbereich beschrankt sind. Fiir die zweite Koordinate von ¥ werden die Integrale

wie in (3.15) auf das Intervall [0, 1] verschoben:

' / T2t — |l f) (1) dt

{/ *

e n-soya- |

1
2

VI ol

(4 3) = 2O et [ (100) = f (1= )"

2

N

3
2

(W) = f(t-4)

1
2 2

§2/0 [fa(t)? = ()] dt + [ £a(0)* = f(0)*] + 2/0 |/n(0)fn(t) = F(O) S (1) dt
+1fa(1)? = ()] + 2/0 [fu(D) fn(t) = S F ()] dt
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22/0 [£a(®)? = F)dt + [ £a(0)* = f(0)*] + [ £a(1)* = f(1)7] (3.16)
+2/0 /0 (0)fu(t) = fu(0)f(t) + fu(0)F(2) — FO)S(2)| dt (3.17)

2 / (D Falt) — Fa(D)F(E) + Fu(D)F(E) — FO)F(0)] dt (3.18)

Die Summanden in (3.16) konvergieren fiir n — oo gegen 0, analog wie es durch
Bildung des Supremums bei der ersten Koordinate gezeigt wird. Da die Funktion auf
dem gesamten kompakten Integrationsbereich [0, 1] definiert ist, ist die Bildung des
Supremums nicht problematisch. (3.17) bzw. (3.18) ergibt sich durch Nulladdition
mit f,,(0)f(¢) bzw. f,(1)f(¢) und geht nach folgender Rechnung ebenso fiir n — oo
gegen 0 (exemplarisch fiir (3.17)):

/0 | fn(0)fu(t) = fn(0)f(2) + fn(0)f () — f(0)f(2)] dt
< sup [fu(t)] sup [fu(t) = f(2)] + sup [f(2)] sup |[fn(t) = (1] (3.19)

te[0,1] te[0,1] te[0,1] tef0,1

In (3.19) haben sich erneut Ausdriicke ergeben, die analog wie bei der ersten Koor-
dinate durch Bildung der Suprema, fiir n — oo gegen 0 konvergieren, wobei die ent-
sprechende Vorfaktoren beschrinkt sind. (3.18) kann vollstdndig analog untersucht
werden. Damit ist (i) gezeigt. Um (ii) zu zeigen, betrachten wir folgende (R® — R)-
stetige Abbildung A:

3 3 3
A: [R2 — R,A($17$2> = 11‘1 — 5132 + Z

Insbesondere ist die Komposition A o ¥ eine (D]0, 1] — R)-stetige Abbildung auf
([0, 1]. Somit lasst sich das Continuous-Mapping-Theorem ebenso fiir Ao ¥ anwen-

den und wir erhalten mit Satz 3.3:

3 (g Ly _ N? 3 Ny2 3 : N2 3
N(ds(ﬁ ’Z)_Z) “IN= DN =9 (Z%(S.) —3 _%%02(5. )i dt+1>
g A i A(B)
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3
3 3 [z 3
=—t1(Bs)* — = By)2dt + =
F V1 (Be)” — 5 . Ya(Ba)idt + 7,
. . 2 .
wobei das Lemma von Slutzky mit (N_Sf(N_z) P 1 (Bickel und Doksum (1997),
S. 461) verwendet wird. O

Wir betten wie zu Beginn in Kapitel 2.1 das Regressionsmodell in einen statistischen

Raum ein, um folgendes Testproblem zu beschreiben:

Korollar 3.11 (Testverfahren basierend auf voller Dreier-Tiefe).
Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 und das Hypothesenpaar Hy :
¥ € ©y vs. Hy : ¥ € Oy hdlt das Testverfahren mit folgender Entscheidungsregel

asymptotisch das Signifikanzniveau o ein:

1
Man verwerfe Hy, falls sup (N (dg(fﬁ, z) — _>) < q®,
Y€ 4

3
3

wobei ¢ das a-Quantil einer Zufallsvariable mit 3 4+3p2 — %/ Po(B,)?dt st
_1

mit (By)icp,) als Brownsche Bewegung und 1y als Teilkoordinate des in Satz 3.10

angegebenen Operators.

Beweis. Analog zum Korollar 2.7 mit Verwendung von Satz 3.10 U

In verschiedenen Arbeiten, wie z.B. in Kustosz et al. (2016a) sind Giiteeigenschaften
dieses Tests beruhend auf der vollen Dreier-Tiefe untersucht worden. In den bisheri-
gen Untersuchungen ist noch kein dquivalentes Testverfahren, das anders motiviert
wird, gefunden worden, sodass wir anders als bei der vollen Zweier-Tiefe ein neues
Testverfahren entwickelt haben.

Zum Abschluss dieses Unterkapitels soll auf die Grenzverteilung bzw. der Zwischen-
prozess, iiber den integriert wird, eingegangen werden. Analog wie im Beweis von

Satz 3.10(i) konnen wir einen bivariate Grenzprozess (¢ (Bs), ¥a(Be):) } durch

te[-4.3
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folgende Konvergenz formulieren fiir ¢ € [—%, g]

N N
1 _1<I>(En), LZH(—H] <— — t) O(E,) —2 s (By, ta(Bu),).

N—oo

(3.20)

Dabei muss ein Operator der Bauart D[0,1] — R x D [—%, %] konstruiert werden,
wobei der Wertebereich mit der kanonischen Produkttopologie versehen wird (Wer-
ner (2018), S. 37). Aus Griinden der Ubersicht ist in Satz 3.10(i) direkt auf R?
abgebildet worden, allerdings kann das Continuous-Mapping-Theorem mit gleicher

Argumentation verwendet werden, um (3.20) nachzurechnen. Die erste Koordinate

des Prozesses ist der Wert eines Pfades der Brownschen Bewegung (B):cpo,1] zum

Zeitpunkt t = 1. Die zweite Koordinate entspricht im Intervall [—%, %} dem gleichen
Pfad der Brownschen Bewegung mit Zeitverschiebung um ¢ = . Im Intervall [1, 3]

wird vom Wert B; der gesamte gleiche Pfad abgezogen. Eine alternative Darstellung

wird durch eine Fallunterscheidung in (3.21) illustriert:

fir — % <t< %
o(Bse)r = (3.21)

o1 3
Bl_Btf%? fur§§t§§

Dabei sei zu bemerken, dass ein Pfad des Prozesses (¢2(B.)t>t€[_%7%] bereits im Inter-
vall [—1, 3] bestimmt wird. In Abbildung 3 wird ein simulierter Pfad dieses Prozesses
dargestellt. In Kustosz et al. (2016a) wird diese Darstellung des Zwischenprozesses
nicht gefunden, da nicht mit dem Satz von Donsker gearbeitet wird, sondern durch
einen bivariaten Gaufk-Prozess charakterisiert (siche Bemerkung 3.12 und Satz 3.14).

Durch die alternative Beweisfithrung von Satz 3.10 konnte der Autor dieser Arbeit

die Charakterisierung des Zwischenprozesses durch Brownsche Bewegungen finden.

Bemerkung 3.12 (Vergleich mit dem Beweis in Kustosz et. al (2016)).
In dieser Arbeit wird in Satz 3.3 eine exakte Darstellung der vollen Dreier-Tiefe mit
der Funktion ® hergeleitet. In Kustosz et. al (2016) wird eine analoge Aussage nur

asymptotisch gezeigt, da dort die Problemstellung aus einer anderen Perspektive
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Abbildung 3: Simulierter bivariater Grenzprozess in Satz 3.10(i), fiir die Vorgehens-
weise zur Simulation, siehe Kapitel 3.4

mit Methoden zur Untersuchung von U-Statistiken bearbeitet wird. Gilt der Satz
3.3 nur asymptotisch, lisst sich dennoch das Resultat in Satz 3.10 zeigen. Allerdings
kann keine exakte Darstellung in linearer Laufzeit wie in Bemerkung 3.4 angegeben
werden.

Ferner wird die schwache Konvergenz von Verteilungen im Satz 3.10 in Kustosz
et al. (2016a) mit einem Straffheitsargument gezeigt. Zunéchst wird der Grenzwert
in endlich-dimensionalen Verteilungen mit einer multivariaten Version des Zentralen
Grenzwertsatzes von Lindeberg als zentrierter Gaufs-Prozess mit einer speziellen Ko-
varianzstruktur (sieche Satz 3.14) identifiziert. Mit dem Eindeutigkeitssatz von Kol-
mogorov ist der stochastische Prozess durch die berechneten endlich-dimensionalen
Verteilungen eindeutig bestimmt. Der Nachweis der Straffheit liefert dann die schwa-
che Konvergenz gegen den Gauf-Prozess. Anschliefsend kann analog wie in Satz 3.10
mit dem Continuous-Mapping-Thoerem argumentiert werden, wobei man dabei die
P-fast sichere Stetigkeit der Pfade des Gauk-Prozesses braucht, um die Stetigkeit des
Funktionals fiir das Continuous-Mapping-Thoerem zu rechtfertigen. Dazu wird mit
dem Satz von Kolmogorov-Chentsov gezeigt, dass eine Modifikation des Prozesses

mit P-fast sicheren Pfaden existiert. Auf die konkrete Anwendung des Continuous-
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Mapping-Theorems wird in Kustosz et al. (2016a) nicht eingegangen und ist in dieser
Arbeit selbststiandig vom Autor iiberlegt worden.

Der Aufbau dieses Beweises erinnert in einem Spezialfall an den Beweis vom Satz
von Donsker; insbesondere auch deswegen, da wir den Satz von Donsker auf das
Problem anwenden kénnen. Der Vorteil bei der Verwendung des Satzes von Dons-
ker ist, dass wir den Zwischenprozess als Brownsche Bewegung darstellen konnen
und nicht eine abstraktere Darstellung als zentrierten Gaufs-Prozess mit gegebener
Kovarianzstruktur erhalten. Vor allem fiir praktische Anwendungen ist das Reper-
toire von Methoden zur Brownschen Bewegung umfangreicher. Beispielsweise sind
die Berechnungen der Quantile (vgl. Kapitel 3.4) dadurch effizienter im Vergleich zur
Berechnung in Kustosz et al. (2016a), da dort der Gauk-Prozess im Intervall [1, 3]
zusitzlich simuliert wird. Ein weiterer Vorteil ist die Vereinfachung des Beweises,
durch die die Suche der asymptotischen Verteilungen fiir héhere Tiefen (wie z.B. der

vollen Vierer-Tiefe, sieche Kapitel 4.2) erleichtert wird. O

Im letzten Teil dieses Unterkapitels soll auf den in Kustosz et al. (2016a) hergelei-
teten Gauk-Prozess eingegangen werden. Ein stochastischer Prozess (X;);cr heift
Gaulk-Prozess, falls fiir beliebige Zeitpunkte {t¢1,...,%,} mit beliebigem n € N die
endlichen dimensionalen Verteilugen Pth ,,,,, x,, multivariaten Normalverteilungen

folgen. Der nichste Satz stellt eine eindeutige Charakterisierung von Gaufs-Prozessen

bis auf Aquivalenz von stochastischen Prozessen dar (Bauer (2002), S. 380f.):

Satz 3.13 (Charakterisierung von Gaufi-Prozessen).

FEin Gauf-Prozess (X;)ier ist durch folgende Abbildungen:

Erwartungswertfunktion: m : R — R, m(t) := IE(X,)

Kovarianzfunktion: T : R x R — R, T'(¢t, s) := Cov(Xy, X5)

bis Aquivalenz eindeutig festgelegt. Zwei stochastische Prozesse (Xy)ier bzw. (I;)er
auf den Wahrscheinlichkeitsraumen (Q, A, P) bzw. (Q,fl, ]5) heiffen dabei dquiva-
lent, falls fiir beliebige Zeitpunkte {t,,...,t,} fir k € N ihre endlich-dimensionalen

Verteilung Px,, y identisch sind (Bauer (2002), S. 331).

Toeees tn
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In Kustosz et al. (2016a) wird der Zwischenprozess im Grenzwert von Satz 3.10(i)

als folgender Gaufs-Prozess charakterisiert:

Satz 3.14 (Kovarianzstruktur des Zwischenprozesses).

Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 gilt:

N N
1 1 s D
ﬁzf“f")’ Tﬁzﬁ—;ﬂ (F ~1) 28] | 552 (Goren = (Gras Gader
n= n=

wobei (Gt)ier = (G1t, Goy)ier €in zentrierter bivariater Gaufi-Prozess mit folgender

Kovarianzstrukiur unter den Koordinaten ist:
1
1 [
CO’U(Gt, GS> = 1 1 0

Beweis. In Kustosz et al. (2016a) wird die Aussage, wie in Bemerkung 3.12 bereits

](x—s)dx

11
2°2

skizziert, gezeigt.

Alternativ kann man den Zwischenprozess im Grenzwert von Satz 3.10(i) betrachten
und mit Satz 3.13 zeigen, dass er genau diesem Gauf-Prozess entspricht. Dazu schrei-

ben wir <C~¥17t, C?Q,t) = (By, wg(B.)t)te[_; o Wir sehen unmittelbar ein, dass
t 272

e[-3:3]
die endlich-dimensionalen Verteilungen koordinatenweise multivariaten Normalver-
teilungen entsprechen. Nach Satz 3.13 kénnen wir durch den Gauf-Prozess durch
die Erwartungswert- und Kovarianzfunktion bis auf Aquivalenz eindeutig charakte-

risieren. Fiir den Erwartungswert gilt fiir ¢ € [—%, %]

B(G,) =TE(B;) =0

I(CGar) = Ba(B)) = E (B ) = (Byyn) =0

da B, ~ N(0,t) fiir t € [0,1]. Fiir die nachfolgenden Rechnungen verwenden wir
IE(B;Bs) =t A s fiir t,s € [0,1] (Klenke (2006), S. 437), um die Kovarianzfunktion
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zu bestimmen. Fiir den Matrix-Eintrag an der Stelle (1,1) gilt:
COV(élyhél’S) = IE(B%) =1.

Fiir den Matrix-Eintrag an der Stelle (1,2) gilt:

Cov(G1y,Gas) =T <31 <B(5+%)M - B(s—%)vo)) _ (S n %) Nl (S B %) Vo
) /(<+)>01 thr= /01 (g (e —s)de.

wobei s < % verwendet wird. Die letzte Gleichheit ergibt sich analog wie im Beweis
von Lemma 3.2 zur Bestimmung von Formel (3.5). Der Eintrag an der Stelle (2,1)
ist vollstindig analog berechenbar. Die Berechnung der Matrix-Stelle (2,2) ist etwas

umfangreicher, da zwei Zeitparameter ¢, s beriicksichtigt werden:

Cov(GaarGas) =T ((Berpyn = B-tyw) (Beriym = Be-tiwn))

(t+3) A (s+3), fiir (t,5) € [~35.5)’

_J ) = (tr3) Al =), fiir (¢,5) € [=3,3) < [3:3]
(s+3) = (t=3)A(s+3), fiir (¢,5) € [3.3] x [=3,2)
(1= (=3 = (s=5) + (-5 A(s—5), fir(ts)e[35]

(3.22)

Der zweite und dritte Fall in (3.22) ist 0, falls |t — s| > 1. Ferner kann dies im ersten
und vierten Fall nie eintreten. Wir konnen daher alle Fille mit der Indikatorfunk-

tion 1{|t — s| < 1} multiplizieren. Zudem koénnen wir den vierten Fall durch die
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Darstellung mit dem Maximum verkiirzt aufschreiben. (3.22) ist also identisch mit:

((t+3) A (s+3){lt—sl <1} fir(ts) € [-5.3)°
((t+3) = (s—3){lt—sl <1} fie (t,5) € [-5.5) x [5. 3]
((s+3)—(-3)u{lt—sl <1}, fir (t,5) € [5,3] x [-5.3)
(= (t=3) Vv (s—3) 2t —sI <1}, fiir (t.s) € [3.5]°

Die letzte Gleichheit soll nun erklart werden. Dazu betrachten wir die Bedingungen
der Indikatorfunktionen auf der rechten Seite der Gleichheit:
t L <x<t+ L
g ST
1 <zr<s+ 1
s——<z<s+ =
2 - 2’

Wir kénnen die Ungleichungen zusammenfassen, wenn wir das Maximum der unteren
Schranken und das Minimum der oberen Schranken betrachtet. Dabei muss beachtet
werden, dass die unteren Grenzen einer Ungleichung nicht gréfer als die obere Grenze
einer anderen Ungleichung sein darf. Dies ldsst sich mit der Bedingung |t —s| < 1 als
zusitzliche Bedingungen zusammenfassen, wodurch sich die Indikatorfunktion auf

der linken Seite im Integranden ergibt:

t—3Vv(is—Hvo<z<(t+HA(s+i)AL

|t —s| < 1.

Damit ist gezeigt, dass die Erwartungswert- und Kovarianzfunktion mit dem Gauf-
Prozess aus Satz 3.14 iibereinstimmen, womit nach Satz 3.13 die Aquivalenz der

Prozesse gezeigt ist.
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3.4 Berechnung der Quantile der asymptotischen Verteilung

der vollen Dreier-Tiefe

Aus den Resultaten von Satz 3.10 kénnen wir numerisch durch eine Simulation die
Quantile der asymptotischen Verteilung der normierten vollen Dreier-Tiefe bestim-
men. Die Simulation entspricht einer Anwendung des Satzes von Glivenko-Cantelli.
Dazu fiihren wir die Notation fiir das theoretische bzw. empirische Quantil einer
beliebigen reellwertigen Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion Fx bzw. einer
Stichprobe Xi(w),..., Xny(w) als Realisation von reellwertigen Zufallsvariablen mit

empirischer Verteilungsfunktion Fiy und einem «a € (0, 1) ein:
o ¢ :=inf{z € R; Fx(z) > a} heift theoretisches a-Quantil von X.

o ¢V =gy, (@), Xn(w) = inf{z € R; Fy(z) > a} heift empirisches a-Quantil von

Xi(w), ..., Xn(w).

Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (Klenke (2006), S. 111) lassen sich die theore-
tischen Quantile durch die empirischen Quantile (P-fast sicher in der Supremums-
norm) approximieren. Fiir eine Folge (X,,),en von unabhéngig, identisch verteilten

Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fx gilt:

qév —_— qff P-fast sicher. (3.23)
N—oo ’

Wir simulieren S = 80.000 unabhéngige identische Wiederholungen von Pfaden der
Brownschen Bewegung (B} )ic(o,1]s ---» (Bf )teo,1] im Intervall [0,1] mit dem R-Paket
somebm und dem Befehl bm(). Wir identifizieren dabei im Folgenden (B5;)icjoq; fiir
s = 1,...,5 bereits als eine Realisation eines Pfades der Brownschen Bewegung
und schreiben nicht (Bj(w)):cpo,1- Ein Pfad der Brownschen Bewegung wird wie
folgt approximativ gebildet. Seien dazu X}, ..., X! unabhingig, identisch verteil-
te N(0,1)-Zufallsvariablen fir k¥ = 1,...,T, wobei hier T" = 10.000 gesetzt wird.
Wir diskretisieren das Intervall [0,1] dquidistant in L-Schritten und beginnen zum
Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Startwert X} = 0 fiir den i-ten Pfad einer Brownschen

Bewegung. Wir addieren sukzessive die normalverteilten Zufallsvariablen X/ als un-
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abhéngige Zuwéchse des i-ten Pfades im Intervall [

1 &,

Fiir hohes 7" und linearer Interpolation der Punkte ergibt sich nach dem Satz von
Donsker approximativ ein Pfad der Brownschen Bewegung, da wir (X} )17

Zuwichse einer zentrierten Irrfahrt mit Varianz 1 auffassen kénnen. Wir werten jedes

der 80.000 Pfade einer Brownschen Bewegung durch folgendes Funktional aus:
U D0, 1] - R, U(B.) = > —-/ (B dt+

wobei 1) die zweite Koordinate des in Satz 3.10 definierten Operators ist. Das Inte-

gral wird dabei zunéichst vereinfacht:

’ wz(B.)fdt:/ B? 1dt+/ (Bi — B,_1)*dt
_1 1

2 2

:/ B,?dt+/ (B} — 2B, B, + B?) dt
0 0

1 1
:2/ det+Bf—2B1/ B, dt. (3.24)
0 0

Diese Integrale werden numerisch mit der Trapezregel bestimmt, wodurch fiir grofses

N eine Approximation der Integrale gewéhrleistet ist (Oevel (1995), S. 429ff.):

1 . 1 X
[ = g g S (B3 5
' 2 1 2 2
[ = g S (84 8L)

Hierbei sollte einerseits der Diskretisierungsfehler bei der Trapezregel und anderer-
seits bei der Konstruktion eines Pfades einer Brownschen Bewegung erwihnt bleiben.
Bekannte Referenzwerte, wie das arithmetische Mittel aus den Daten, das nach dem
Gesetz der grofsen Zahlen den Erwartungswert approximiert, konnen als Referenzen

fiir die Hohe des Diskretisierungsfehlers dienen. Der Erwartungswert des Grenzwert
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betriigt 0, denn mit der Darstellung des Integrals in (3.24) und mit dem Satz von
Fubuni (Klenke (2006), S. 265) folgt

<Bz__/ B+ )

3 3 3
=~ " 2/ det+B§—2/ BB, dt | +

1

1 1 3 3

=—3/ ]E(Bf)dt+3/ E(B\By)dt = 3 + 5 = 0.
0 0

So erhalten wir 80.000 reelle Zahlen, aus denen wir nach (3.23) simulativ die theo-
retischen Quantile bestimmen kénnen. Ein Vergleich mit den Quantilen aus dem
R-Paket rexpar von Szugat und Kustosz (2016) ergibt geringfiigige Unterschiede.
Das Stichprobenmittel der simulierten Daten betragt —0.001, was ein Indikator fiir
eine wirkende Approximation sein kann. Einige haufig verwendete Quantile aus den

Berechnungen werden in Tabelle 4 angegeben. Im R-Paket rexpar kénnen mit dem

Tabelle 4: Quantile fiir die asymptotische Verteilung der vollen Dreier-Tiefe
o | 01 | 005 | 0.01 | 0.001

0@ 120797 [ -1.227 | -2.246 | -3.654

Befehl SimQuants () die Quantile der vollen Dreier-Tiefe mit einer in Kustosz et al.

(2016a) dargestellten Methode alternativ bestimmt werden.

Notwendiger Stichprobenumfang

Mit dem gleichen Ansatz wie im Ende von Kapitel 2 konnen wir aus den simulier-
ten asymptotischen Quantilen einen notwendigen Stichprobenumfang berechnen, fiir
den das asymptotische Testverfahren erst sinnvoll sein kann. Dazu betrachten den
Fall, dass die volle Dreier-Tiefe den Wert 0 annimmt und 16sen nach dem Stichpro-

benumfang N aufgerundet auf die nédchste natiirliche Zahl auf:

N® o N340

a

In der Tabelle 5 sind die berechneten Stichprobenumfinge N fiir typische Signi-

fikanzniveaus angegeben. Falls ein vorliegender Stichprobenumfang unterhalb des
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Tabelle 5: Notwendiger Stichprobenumfang N in Abhéingigkeit von hiufig verwen-
deten Signifikanzniveaus « fiir den Test aus Korollar 3.11
o | 0.1]0.05 | 0.01 | 0.001
notwendiges N ‘ 4 ‘ 5 ‘ 9 ‘ 15

notwendigen N liegt, sollten die exakten Quantile der vollen Dreier-Tiefe verwendet
werden, da der asymptotische Test nicht ablehnen kann und so nie zu signifikan-
ten Ergebnissen kommen wird. Die exakten Quantile lassen sich durch Simulationen

bestimmen.
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4 Asymptotische Verteilung hoherer Tiefen

Im vierten Kapitel wird die asymptotische Verteilung der vollen Vierer-Tiefe
hergeleitet. Die Beweisstruktur ist analog zur vollen Dreier-Tiefe. Zunéchst wird die
®-Darstellung fiir beliebige volle Datentiefen im Kapitel 4.1 hergeleitet, wodurch
der erste Beweisschritt bereits fiir beliebige Datentiefen vollzogen wird. Im Kapitel
4.2 wird der Fokus auf die Asymptotik der vollen Vierer-Tiefe gelegt. Es werden an
einigen Stellen zusdtzliche Argumente im Vergleich zur vollen Dreier-Tiefe benotigt.
Die Resultate dieses Kapitels beruhen vollstiandig auf der Arbeit des Autors und

bauen auf der Vorarbeit des zweiten und dritten Kapitels auf.

4.1 P-Darstellung von héheren Tiefen

Die ®-Darstellung fiir volle Datentiefen haben eine vorbereitende Funktion fiir die
Anwendung eines Zentralen Grenzwertsatzes. Fiir héhere Datentiefen werden al-
lerdings nicht nur Produkte aus zwei Faktoren von der Funktion ® bendétigt. Der

nachfolgende Satz ist vom Autor der Arbeit selbst gefunden und bewiesen worden:

Satz 4.1 (P-Darstellung von allgemeinen vollen Datentiefen).

Fiir Zufallsvariablen E,,, ..., B, mit P(E,, #0) =1 firi=1,..., K gilt fiir K € N:

[[05 0 > 03+ [T > 0) - g

5] 2L
_2K1_1 Z Z H (—1) H O(E,,,) P-fast sicher.

L=1 mi1<...<mgp, jEN(ml ..... mgL)
C{niyenk

wobei N'(my,...,mor) = {j € {1,..,K};3i € {1,...,2L} : m; = n;} eine von den
Laufindizes abhingige Menge ist und ®(x) := 1{x < 0} — 1{x > 0} ist.

Die Summe Y m<...<my;, beschreibt hierbei die Summation iiber alle geordneten 2L-
elementigen Teilmengen aus {ny, ..., ng }. Ferner schreiben wir der Ubersicht wegen
im Folgenden statt N (myq,...,msr) = N. Bevor wir den Satz 4.1 beweisen, soll die
vorgestellte Formel erkliart werden. Der in Kapitel 4.2 relevante Spezialfall fiir K = 4

wird als Korollar zur Veranschaulichung angegeben:
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Korollar 4.2 (O-Darstellung der vollen Vierer-Tiefe).
Fiir Zufallsvariablen E,,, E,,, En,, E,, mit P(E,, #0) =1 firi=1,2,3,4 gilt:

1{E, >0,FE, <0,E,, >0,FE,, <0}

1
+1{F,, <0,E,, >0,E,, <0,E,, >0} — 3

- %(H O(E,,) — ©(En,)0(Ey,) + (B, 0(Ey,) — (B, ) B(E,,)
— ®(E,,)P(E,,) + ®(E,,)®(F,,) — @(En3)q>(En4)) P-fast sicher.

Fiir hohere K-Tiefen kommen Produkte mit gerader Linge bis L%J vor, wie die erste
Summe in Satz 4.1 ausgedriickt. Es werden alle Kombinationen von Tupeln gerader
Langen betrachtet und als Produkte mit der Funktion ® geschrieben. Das Vorzeichen
des Produkts ergibt sich aus der Position der Indizes im Tupel. Das Produkt wird

negativ gewichtet, falls die Summe der betrachteten Positionen ungerade ist.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit vollstandiger Induktion, wobei jeweils induktiv
iiber die geraden Zahlen mit 2K — 2(K +1) und die ungeraden Zahlen mit 2K +1 —
2(K + 1) + 1 geschlossen wird. Es geniigt ein Induktionsbeweis fir K — K + 2
durchzufiihren, wenn der Induktionsanfang fiir K = 2 und K = 3 gezeigt ist, was in
Lemma 2.3 und Lemma 3.1 durchgefiihrt wird. Sei die Aussage in Satz 4.1 fiir ein

K wahr und folgere, dass sie auch fiir K + 2 wahr ist.

K42 K+2 1

[[ 1{E,.(~1)" > 0} + H B, (~1)* > 0} = g

K+2
, 1
= H 1{E,,(-1)" > 0} (]l{Em >0,E, <0}+1{E, <0,E,, >0} — 5)
=3

K+2 K+2

~1{E,, > 0,E,, <0} [[ 1{En.(-1)" > 0} + % I 2{E..(-1)' > 0}

=3
K+2
, 1
+ H 1{E, (—1)" > 0} (Jl{En1 <0,E,, >0}+1{E, >0,E,, <0} — 5)
1=3

K+2 K+1

i 1 i 1
~U{Eay <0, By, > 0} [T 1{EL(-)"" > 0} + 5 [] 1{EL ()" > 0} - gy
i=3 1=3
(4.1)
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Durch Ausklammern des Vorfaktors —3®(E,, )®(E,,) und Durchfiihrung einer Nul-
laddition mit — 5z ®(E,, )®(E,,) ist (4.1) gleich:

— %@(Ern)q)(Enz) <lf[2]l{E"i<_1)i >0} + iljf 1{E,. (—1)* > 0 >

1 K+2 K42 1
—2—K<I>(Em) (H {E,(-1) >0} + H H{E, (-1)" >0 )
1=3

— (JL{E,U >0,E,, <0} f[ 1{E, (-1)" > 0}

=3
K+2
1{E 0, F 0 1{E D >0 ! 4.2
+{n1<vn2>}H{ni(_) >}_2K+1' ()
=3

Nach der Induktionsvoraussetzung kénnen wir die ®-Darstellung fiir die volle K-

Tiefe nutzen und erhalten aus (4.2):

K
? 2L
5 ®EN(E) Y, >, [y o)
L=1 mi<..<mar jeN =1

C{ng TLK+2}
K

2

—2—K<I>(E iK > Il jH‘I’(Emi)

L=1 mi<..<mar jeN
C{ns,..., NK4+2

— (]l{Em >0,E,, <0} [ﬁQJL{Em(—l)i > 0}

=3
K+2
1{E 0, F 0 1{E D >0 ! 4.3
+{n1<7n2>}H{m(_) >}_W' ()
=3

Der negative Summand in (4.3) wird nun untersucht. Eine analoge Rechnung wie

oben liefert mit der Induktionsvoraussetzung durch Ausklammern von —1®(E,,)®(E,,)

(]l{Em >0, E,, <0} f[ 1{E, (-1)" >0}

=3

K+2
; 1
+1{E,, <0,E,, >0} H 1{E,,(-1) > 0} — 2K+1>
i=3
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5] 2L
- QLKq)(Em)@(Em) > ‘ (-1 [ eEn)

L=1 mi<..<mgr _jeN i=

— 5 ®(Fa ) B(Eny) + o >, IV ITeE)

L=1 m1<...<may, je/\/ i=1
C{n2,n4,....nK 12

K+2

- (]l{Em <0,Ey, <0,E,, >0} [] 1{En(-1)" > 0}
=4
K+2

: 1
+1{E,, >0,E,, >0,E,, <0} H 1{E, (-1)" >0} - W) (4.4)

1=4

Erneut wird der letzte Summand in (4.4) analog zu oben mit Anwendung der In-

duktionsvoraussetzung und mit Ausklammern von —i®(E,,)®(E,,) betrachtet:

K+2
(]l{Em <0,E,, <0,E,, >0} H 1{E, (-1)" >0}

=4

K42
. 1
+1{Ep, >0, Ep, >0, By, <0} [[ 1{En (1) >0} — 2K+1>
=4
. 5]

— — S OB B(En,) > o Ty [eE.

L=1 mi<..<mor _jeN i=1
C{ni,na,...,nx 42}

%) 2L
_QLK@(E,LZ)ME”S) + QLK > Iy H<I><Emi)

L=1 m1<...<maoy, jej\/
C{n1,n4,....,nK 12

— (ﬁ 1{E,,(-1)" >0} + f[ 1{E,,(—1)" >0} - 2K1+1> : (4.5)

m‘w

wodurch sich in der letzten Zeile von (4.5) ein Summand der vollen (K + 2)-Tiefe
mit negativen Vorzeichen ergibt. Wir werden die oben berechneten Darstellungen

von (4.2) bis (4.4) rekursiv einsetzen, bis der Ausdruck in (4.5) {ibrig bleibt und
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erhalten fiir einen Summanden der vollen (K + 2)-Tiefe:

K+2 K+2

T 2B (1) > 0} + [T 1w (1™ > 0} — ey

'_
X
[

—_2qu>(E NO(E,,) > I« —1)jH<I>(Emi)

L=1 mi<..<map, jeN
Q{ns 77777 ngk}

_2LK<I)(E,11 Z Z H ]H(I)(Em)

L=1 mi<..<mar jeEN
C{nz,..,nx 12}

+2iK<1>(Em)<1>(En3) Z H(—l)j H<I>(Emi>

L=1 mi<..<maop _jeN i=1
C{n2,n4,....,nK 42
1 L2l 2L
5 (B )B(Eny) — 5 > (1 [ e(En)
L=1 mi<..<mgr jeN i=1

5 ®(E,)8(E,) >, v ITeE.)

=1 mi<..<mor jeN
C{m N4, VK42

~ 5 P(En)2( KZ > HevleeE.)

m1<..<mar, JEN 1=1
C{nl Ngyeeny TLK+2}

K42 K+2
_ <H 1{E, (-1)' > 0} + H H{E, (1) >0} — %)

~
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Die Addition mit (4.5) und die Division durch 2 liefern folgende Darstellung:

H B, (~1) >0} + H O
:2]3_,_1 ( - (I)(Enl)q)(Enz) + (I)(Em)q)(Ens) - (I)(Enz)q)(Ens) (46)

[5] oL
> 1/ ] ®(En,) (4.7)

mi1<..<meoy, jEN =1
C{n3,n4,....,nK 12}

> =17 []2(Bm) (4.8)

m1<...<moj, JEN =1
C{na,n4,...,nK 12}

+
(]

|
o~ — o~
o) Mw\w I
— = L
no [N}
& &=

+
3
N
A\
3
~
n
=
|‘z
iy
§Dj
=
2

L=1 - JEN i=1
C{ni,n4,..., nK+2}
|5 ] 2L
— O(E,,)B(Eny) ) > [T [ eE) (4.10)
L=1 mi1<...<moy, jeN i=1
LKJ C{ns,n4,...,nK 12
2 2L
HO(E)O(E) Y, > [ [ eE (4.11)
L=1 mi1<...<maop, jeN i=1
LEJ C{ng,na,...,nx 12
2 2L
L=1 mi<..<mar jeN i=1

C{ni,n4,...,nK42}

Bei der Addition von (4.7) und (4.8) fallen alle Kombinationen, in denen weder ny
noch ns auftreten, weg, da die Summen unterschiedliche Vorzeichen besitzen. In

(4.9) sind jene weggefallenen Kombinationen dabei enthalten:

ﬁ
M5
—

> T Iew.)

mi<..<meor jeN
C{n3,na,...,nK 12

> e IeE.)

mi1<...<may, ]6/\/ =1
C{n2,n4,....,nK 12}

> Y [[@(En,) (4.13)

mi=ng<ma<...<mar, jeN i=1
C{n3,n4,....nKx 42}

|
&~ M~
S ST
—_ = —_ =

(]

~

#
ST
LN

2L
=1 mi=nz<ma<..<mar, jeN i=1
C{na2,n4,....,nx 42}

=~
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Ferner lasst sich (4.9) in eine Summe mit Summanden zerlegen, die n; enthilt bzw.

nicht n; enthélt:

r—
Sl
[

S~
Il

DR | (G | EIo%

1 mi<..<mop jEN
C{n1,n4,....,nK 12

- > (—1)! H@(Emi) (4.15)

L=1 mi=ni1<m2z<...<map, jeN
C{ni1,n4,....,nK 12}

+> > H—1)ch1>(Emi) (4.16)

=1 mi<..<map jeN
C{na,...nx 12}

,_
Sl
[

vl %

In (4.13) bis (4.15) liegen alle Kombinationen der Linge 2,...,2 | 5| vor, die nur
genau eines der Indizes {ny,n2,n3} enthalten. In Formel (4.16) liegen alle Kombina-
tionen der Ldnge 2, ..., 2 L%J vor, die genau keines der Indizes {ny, ny, n3} enthalten.
Ferner betrachten wir die Summe der Formeln (4.10) und (4.11). Dabei fallen alle
Kombinationen weg, bei denen ng in (4.10) bzw. ngy in (4.11) vorkommt. Ferner neh-
men wir die Vorfaktoren ®(E,,)®(E,,) fiir (i,5) = (1,2) bzw. (i,5) = (1,3) in die

Summe auf und summieren so ab L = 2 bis LK—JFJ

— O(E,, ) P(En,) > [T I eE

L=1 mi<..<mgr jeEN i=1
C{ng,na,...,nx 42

+(I)<Em>q)(En3) Z H<_1)jH(I)(Em¢)

L= mi1<...<majy, JEN =1
C{na2,n4,....,nK 2

[y

| #F2)

=- Y > I« —1)jH<I>(Eml.) (4.17)

L=2 mi=ni<ma=na<m3z<..<mar jeN
C{n1,n2,n4,....,nK+2}

| K42
2

* Z ) [ [T o®En) (4.18)

=2 mi=ni<ma=ng<mz<..<meor, jeN
C{ni,n3,n4,....n5 12

Wir zerlegen (4.12) in zwei Summen, sodass in der einen Summe n; nicht vorkommt
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und in der anderen Summe n, auftritt:

,_
vl %

J 2L
B (I)(Enz)q)(En?)) Z H(_l)qu)(Emz)

=1 mi<..<mor jEN
C{ni,n4,....,nx 42

~

| %32)

=- Y > [J-1y H O(E,,) (4.19)

L=2 mi=n2<mz2=n3z<mgz<..<mor jeN
C{n2,n3,n4,....,n K12}

| 552)

-2 > [T H<1>(Emi) (4.20)

L=2 mi=ni<mao=nos<m3z=nz<mg<..<maj, jE/\/
C{n1,n2,n3,n4,....,nK 12

In (4.17) bis (4.19) treten alle Kombinationsméglichkeiten der Linge 4, ...,2 | 52|
auf, in denen jeweils genau zwei Indizes aus {nq, ns, n3} vorkommen, wobei der dritte
komplementédre Index genau nicht vorkommt. Nimmt man die einzelnen Summan-
den aus (4.6) in (4.17) bis (4.19) auf, ergeben sich auch jene Kombinationsmdglich-
keiten zusitzlich mit Linge 2. In (4.20) kommen alle Kombinationsmoglichkeiten
der Lénge 4, ...,2 L%J vor, die alle Indizes {ny,ns,n3} gleichzeitig enthalten. Die
Kombinationsmoglichkeiten der Lange 2 kdnnen in diesem Fall nicht auftreten. Zu-
sammenfassend erhalten wir mit (4.13) bis (4.20) jeweils einen Fall, in dem eine
Moglichkeit unter 23 = 8 Moglichkeiten vorkommt, bei der bis zu drei Elemente
aus der Menge {ny,ns,n3} gezogen werden. Die einzelnen Summanden entsprechen

einander disjunkten Féllen und ergeben nach Addition mit der kombinatorischen

Uberlegung die behauptete Formel fiir K + 2. ([l

Der Satz 4.1 gilt auch fiir K = 1, da dann auf beiden Seiten 0 steht. Man hétte
auf den Beweis von Lemma 3.1 verzichten konnen und stattdessen als Induktions-
voraussetzung im ungeraden Fall mit K = 1 argumentieren und Satz 4.1 in Kapitel
3 vorziehen konnen. In Kapitel 3 wird der Beweis fiir einen Spezialfall vorgestellt,
um den Fokus von der vollen Dreier-Tiefe nicht zu verlieren und damit besser der

Beweisidee von Satz 4.1 gefolgt werden kann.
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4.2 Asymptotische Verteilung der vollen Vierer-Tiefe

In der ®-Darstellung der vollen Vierer-Tiefe tritt neben zweifachen Produkten der

Form ®(E,,)®(E,,) fir i,j = 1,...,4 mit i # j ein vierfaches Produkt auf. Im

nichsten Lemma sehen wir, dass wir den Anteil der Darstellung asymptotisch ver-

nachlissigen kénnen.

Lemma 4.3 (Asymptotische Vernachlissigbarkeit des Vierer-Produkts).
Fiir eine Folge (Ex)nen von unabhingigen Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (2, A, P) mit P(E, # 0) =1 fiirn € N gilt:
N & 2
L
™ > [TeE.) ——0.
1<ni<ng<nz<ns<N i=1
Insbesondere folgt daraus die stochastische Konvergenz
N 4
P
4/ 1<ni<nao<ng<na<N i=1

Die asymptotische Vernachlédssigbarkeit in Lemma 4.3 wurde vom Autor dieser Ar-

beit selbst gefunden und bewiesen.
Beweis. Wir berechnen das Integral des Quadrats der linken Seite:

(5.5 e

1<ni<na<nz<nga<N i=1

— ]JXQ > > IE <H @(Em)@(Em)) : (4.21)

2
( 4 ) 1<n1<na<nz<ng<N 1<ni<nz<ng<ng<N

Der Erwartungswert in (4.21) ist genau dann ungleich 0, wenn fiir alle n; = 7; fiir
i = 1,...,4 gilt. Ansonsten gibt es mindestens ein Paar n; # n; fiir ¢,5 = 1,...,4,
sodass ®(E,,) und ®(L,,) stochastisch unabhingig sind und wegen IE(®(E,,)) =0

der Erwartungswert gleich 0 ist. Es gibt insgesamt (ZZ) Kombinationen, bei denen

der Erwartungswert wegen IE (®(FE,,)?) = 1 fiir beliebiges i = 1,..., N gleich 1 ist.
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Damit lasst sich (4.21) wie folgt weiter vereinfachen:

N? (N) - 24N .

(N =1)(N —=2)(N —3) Noo

Mit der Tschebyscheff-Ungleichung (Klenke (2006), S. 104) folgt unmittelbar die

stochastische Konvergenz:

‘|

4
fiir beliebiges ¢ > 0, da IE <% > Hcp(Em)> = 0 ist. O

1<ni<no<nz<ng<Ni=1

< 24N 0
TS BN DN —2)(N —3) v

% S Ile

47 1<ni<ng<ng<ngs<N i=1

Der Nachweis der stochastischen Konvergenz durch die Tschebyscheff-Ungleichung
zeigt, dass der Ausdruck mindestens mit Ordnung N? gegen O geht. In Kapitel 4.4
werden detailliertere quantitative Untersuchungen fiir diesen Fehler in Abhangigkeit
eines gegebenen Stichprobenumfangs N durchgefiihrt. Nun kénnen wir analog zum
Satz 3.3 fiir die volle Dreier-Tiefe im nachfolgenden Satz 4.4 fiir die volle Vierer-
Tiefe eine asymptotische Darstellung mit separierten Summanden in Produktform
gewinnen. Anders als in Satz 3.3, wo eine exakte Darstellung vorliegt, verlieren wir
durch die Anwendung von Lemma 4.3 die Exaktheit und erhalten einen additiven
Term op(1), der stochastisch gegen 0 konvergiert. Satz 4.4 ist vom Autor dieser

Arbeit selbst formuliert und bewiesen worden.

Satz 4.4 (Darstellung mit separierten Summanden in Produktform).

Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 gilt:

o AR R 2
v (80.2-3) - 5 g (e o)

a5 L (et G2 () w6 s orty
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Beweis. Wir verwenden summandenweise die ®-Darstellung aus Korollar 4.2:

N (dg(ﬁ*, Z) — é)
N

_ S (Hcp(Em) BB, )B(E,) + D(E,,)0(E,)

8(7)
47 1<nj<ng<nz<ns<N =1

- (I)<En1)q)(En2) - (I)<En1)q)(En4) - (I)<En2)q)<En3) - (I)<En3>q)<En4)> (4'22)

4
Nach Lemma 4.3 konvergiert —S~ Z H@(En) fir N — oo stochas-
8(%) L.

1<ni<no<nz<ng<N i=1
tisch gegen 0. Somit konnen wir diesen Ausdruck nach dem Lemma von Slutzky

asymptotisch vernachléssigen (Bickel und Doksum (1997), S. 461) und konnen (4.22)
umschreiben. Analog zu Satz 3.3 trennen wir dann die Summanden voneinander in

separate Summen:

% 3 (@(Enl)CI)(Em) + (L) (Ey,)

4/ 1<ni<na<nz<ns<N

_(I)(Em)q)(Enz) - (I)(Em)q)(Em) - (I)(Enz)q)(Eng) - (I)(Eng)q)(Em)) + OP(l)

- %( S g == DV = ng) (B, )0(E,,)
£ (== 1) — DO(E,)O(E,)
1_n2<n4§N

- % Z (N4 —ny — 1)(ng — ny — 2)@(E,, )(E,,)

1<ni<ny<N

- % Z (nd - 1)(”3 - 2)(1)(En3)q)(En4)) + OP(l) (4'23)

1<nz<na <N

Nun erlauben wir in allen sechs Summen in (4.23) die Permutation der Laufindizes
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1
und gleichen mit dem Vorfaktor oy aus:

%( ST (V) — (1 Ag) — DN = (11 V 15))(Fn)B(E)

4 1<n1#n3<N

+ Y ((m2 V) = (na Ang) — 1)((na Ang) — 1)(E,,)D(E,,)

1<ng#n3<N
— % ((n1 V TL4) — (n1 N n4) - 1)((711 V TL4) — (n1 N n4) - 2)(1)(En1)q)(En4)
1<n1#na<N
-2 ((ns Ama) — 1)((n— 3 Ang) — 2)<I>(En3)¢(En4)) Fop(l)  (424)
1<n3#na<N

Die Laufindizes aller Summanden in (4.24) werden einheitlich benannt:

%( S (1 Vi) — (m Ana) — DN = (11 V 12))B(E ) B(E)

4 1<ni#n2<N

+ ) (Vi) = (ng Ang) — 1)((ng Ang) — 1)@(E,, ) (E,,)

1<n1#na<N

Yo (N = (Vi) (N = (1 Vng) — 1)(Ey, )8(E,,)

1<ni#ne<N

= > (i Ang) = DN = (m1 V n2))®(Ey, ) (En,)

1<n1#n2<N

A

l\DIr—t‘

> (Vi) = (na Ang) = 1)((n1 Vng) — (ny Ana) — 2)B(E,,)®(E,,)

1<n1#n2<N

DN | —

_ % Z ((n1 Amng) —1)((ny Ang) — 2)(1)(En1)q>(En2)> +op(1)

1<ni#n2<N
_ N 3 (zN( V1) — 2N(n1 Ans) + SN — SN? — 2(ny v np)?
= 16(N) Ny V ng n1 \ Ny 9 5 ny VvV ng
4 1<ni#ne <N
—2(n1 Ang)? +4(ny Vng)(ng Ang) — 1><I>(En1)<ID(En2)) + op(1) (4.25)

Dabei ergibt sich die Gleichheit in (4.25) durch Ausklammern mit ®(E,,)P(E,,)

und Zusammenfassen aller Summanden. Mit der binomischen Formel kann (4.25)
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wie folgt dargestellt werden:

;(v_;)( 5 (_((nlvm)]—v(nlmg_%f

4 1<n1#n2<N

+ m - W) q)(Em)@(Em)) + OP(l) (4'26)

Nun werden in (4.26) die Laufindizes mit ny = ny als 0 addiert. Die Anteile der

11

Summe mit den Summanden iN g

sind dabei von niedriger Ordnung und kénnen

asymptotisch vernachlassigt werden:

N3 1 1
o Y (o) om0

47 1<ni<ng<nz<ns<N

N (1 1 1 — TN 1 2
o) (W - W) (N ;@(En)) 0] (H - ﬁ) (4.27)
In (4.27) geht der erste Summand mit der Anwendung des Gesetzes der grofen Zah-
len (Klenke (2006), S. 108), des Continuous-Mapping-Theorems und des Lemmas
von Slutzky gegen 0, da IE(®(E,,)) = 0 und (E,),en unabhiingig, identisch verteilte
Zufallsvariablen sind. Der zweite Summand ist ebenso asymptotisch vernachlassig-

bar, wodurch mit dem Lemma von Slutzky die gesamte Formel stochastisch gegen

0 geht. In (4.26) werden demnach die Ausdriicke in (4.27) durch op(1) ersetzt:

N? Y N1 — g 1\° N*
_@ m%l (T - 5) Q(E,,)P(En,) + w +op(1) (4.28)

(S]]

272

splmi—ne| 1 1
Mit ~ 5= 5

_1

]].(71 1] (% — t) ]l(f%’%] (”—]\ﬁ — t) dt nach Lemma 3.2 schrei-

ben wir (4.28) folgendermafen um:

N o IR CR PR R P REREER

4/ ning=1
N4
4-8(%)

4

+ + Op(l) (4.29)

Multiplizieren wir nun (4.29) mit der binomischen Formel aus und teilen die sich
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ergebenen Summanden auf, so erhalten wir folgende Darstellung:

a7 = (e G0 G ) seme.
(4.30)

+8](V;) i_ / 1 (=) 1y (o —1) @B)@(Ba)dt (431)

- 32]\;/) i (I)(En1)q)(En2)+ 1 SEN) + P(l) (4.32)

Die Untersuchung der Summanden in den Zeilen (4.31) und (4.32) erfolgt vollsténdig
analog zum Satz 3.3. Lediglich der erste Summand in (4.30) erfordert eine erweiterte
Idee. Man schreibt das Produkt der Integrale als Doppelintegral durch verschiedene

Integrationsvariablen und kann so den Ausdruck in Zeile (4.30) umformulieren:

R ( / :
8(]41[) ni,na=1 7%

Das Einsetzen dieser letzten Rechnung in (4.30) und die Darstellung von (4.31) und
(4.32) durch Quadrate einer Summe liefern die Behauptung von Satz 4.4. O

Bemerkung 4.5 (Verkiirzung der Laufzeit der vollen Vierer-Tiefe).

Ahnlich zur vollen Dreier-Tiefe hat der Autor dieser Arbeit eine Moglichkeit gefun-
den, wie sich die volle Vierer-Tiefe in linearer statt quadratischer Laufzeit bestim-
men ldsst, obwohl in der Darstellung ein Doppelintegral vorliegt. Die Darstellung
mit verkiirzter Laufzeit gilt allerdings nicht mehr exakt, da wir das Vierer-Produkt
aus Lemma 4.3 fiir die Darstellung in Satz 4.4 asymptotisch vernachlédssigt haben.

Da die Berechnung dieses Vierer-Produkts in der ®-Darstellung in Korollar 4.2 po-

65



lynomielle Laufzeit vom Grad 4 hat, wiirde ihre Berechnung die gesamte Ordnung
verschlechtern. Im Kapitel 4.4 wird der Konvergenzfehler im Detail analysiert. Ferner
fallen im Beweis von Satz 4.4 einige Nullfolgen weg, die wir in konstanter Laufzeit
berechnen konnen und nehmen sie daher bei der alternativen Berechnung der vollen

Vierer-Tiefe mit auf:

T (S (e
8](VJZ) / / (LN 2 1(-y4) (7 1)1 (7 2) <I><En>> dt ds

4

N2 /1 1 al i
+ @ (é_l — ﬁ) (Z CI)(En)) — N | +op(1), (4.33)

wobei in der letzten Zeile die asymptotisch vernachlissigten Terme aus dem Beweis
von Satz 4.4 in (4.27) stehen. Bis auf das Doppelintegral in der dritten Zeile der For-
mel (4.33) konnen die Ausdriicke wie in Bemerkung 3.4 in linearer Laufzeit durch
die dort angegebenen Vektoren S und D berechnet werden. Doppelintegrale sind
allgemein in quadratischer Laufzeit berechenbar, da zwei Integrationsvariablen vor-
liegen. Im vorliegenden Fall werden wir dennoch eine Moglichkeit herleiten kénnen,
in linearer Laufzeit das Doppelintegral zu berechnen. Analog zur Bemerkung 3.4

fassen wir die Summe im Doppelintegral mit den Indikatorfunktionen zusammen:
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Wir kénnen eine gemeinsame untere und obere Schranke fiir n in Abhingigkeit von ¢
und s aus beiden Ungleichungen zusammenfassen, miissen aber als Zusatzbedingung
fordern, dass die untere Schranke jeweils einer Ungleichung kleiner als die obere

Schranke der anderen Ungleichung ist:

(Db () (D)

Die letzten beiden Ungleichungen kénnen wir als Bedingung zusammenfassen, dass
|t — s| <1 gilt. Die erste Bedingung kann nach Abrunden der unteren und oberen

Schranke auf die Summe angewendet werden:

[ (s G0 (o) o)
$ 13 R EU(CNCEIO) ’
:/; /; 1{|t —s| < 1} (\/_W e > ®(E,) | dtds

CHm

:/5/2 1{jt —s| <1} éV

Dabei ist SN = ZLN” ®(E,) fir t € [0,1]. Den Integranden kann man besser

¢
Al

N
durch eine Fallunterscheidung verstehen:

(St =Syt syn) L =51 <13 (434
Sl pntert)

[

Sty = S) tle sl <1}, fir s € [53) < [3.3)
(52, ~Siy)1ll—sl <1}, fir (ts) € |
[

S{V - S(tf%)v(sf%)’ fiir (¢,s) €

\

Damit ergeben sich vier Fille, iiber die wir vier verschiedene Integrale auf vier ver-
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schiedenen Integrationsgebieten bestimmen konnen, um das gesamte Doppelintegral
zu berechnen. Das Integral iiber eine zweidimensionalen Treppenfunktionen in (¢, s)
kénnen wir durch eine Matrix in einer Doppelsumme visualisieren. Insbesondere las-
sen sich die Summanden dieser Doppelsumme derartig zusammenfassen, dass wir
einfache Summen erhalten, wodurch das Integral in linearer Laufzeit berechenbar
ist. Dazu definieren wir s, := S¥ fiir k = 1,..., N. Beginnen wir mit dem Fall fiir

N

(t,s) € [-1, %)2 und definieren die Matrix D;:

D1 = (dl (l, k’)2) 1<IKN

1<k<N

mit dl(l,k) = SInk fiir (l,k') S {1, ...,N}2.

Wir kénnen die Matrix D; wie folgt darstellen:

2 2 2

Sl 31 e Sl

3% 5% 5%
D, =

2 2 N

31 82 . e SN

Die Doppelsumme iiber alle Treppenstufen % Zﬁzl di(l,k)? zur Berechnung des
Integrals kann als eine einfache Summe vereinfacht werden, da s% 41 genau (27 —1)-

mal vorkommt. Somit konnen wir schreiben:

1 & 1 &
Zm Z di (1, k?)Q = 73 Z(QJ - 1)5?\[—]’4—1
l,k=1 7=1

D2 = (dg(l, /{?)2) 1<IKN

mit da(1, k) = (sy — spvi) fiir (1, k) € {1,..., N}>.
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Wir kénnen die Matrix D, wie folgt darstellen:

o O

(SN - 81)2 te (SN - SN—2)2 (SN - SN—1)2 0
D, = (SN - 5N72)2 (SN - 51\772)2 (SN - 81\771)2
(SN - SN—1)2 ce (SN - 81\1—1)2 (SN - SN—1)2

0 0 0 0

Analog wie im ersten Fall kénnen wir das Doppelintegral iiber die Treppenfunktion in

(t,s) durch eine einfache Summe statt iiber folgende Doppelsumme szﬂ do(l, k)?

darstellen, wenn geschickt aufsummiert wird. Hier taucht der Summand (sy — s;)?

insgesamt (25 — 1)-mal auf fiir j = 1,..., N — 1, wodurch sich ergibt:

[ [ (=) e

LW o
— 2 2
_ml; da(l k)" = <5 ;(zj —1)(sy — $5)

Fiir den Fall (¢,s) € [—%, %) X [%, %} definieren wir die Matrix Ds:

Ds = (ds(I, k)*) 1<i<n

1<k<N

mit ds(l, k) = (s; — sp,)1{l > k} fiir (I,k) € {1, ..., N}*.

Wir kénnen die Matrix D3 wie folgt darstellen:

0 0 0 0

(52— 51)° 0 0 0

D3 = | (s3—51)% (s3— 59)* 0 0
0 0

(syv —s1)% (sy—s9)% -+ (sy—sn_1)* O

Erneut stellen wir das Doppelintegral iiber die Treppenfunktion in (¢, s) durch eine

einfache Summe statt iiber folgende Doppelsumme % Zﬂzl d3(l, k)? dar. Multipli-
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ziert man alle Eintrage der Matrix mit [ > k aus, liefert das:
dd(l, k’)Z = (Sl — Sk;)z = SlQ + Si — 2sl$kz-

Summiert man iiber alle diese Eintrage auf, so ergibt sich

N N
Z ds(l,k)*> = (N —1) 2512 -2 Z SiSk
Lk=1 =1 Lk=1
>k
N N N
B STRES SIS o
=1 Lk=1 =1
1>k

= Nﬁjs? — (i sl> . (4.36)

=1

Aus (4.36) ergibt sich die Moglichkeit das Doppelintegral iiber die Treppenfunktion

in linearer Laufzeit zu berechnen:

1 3
2 2 2
/ / 1{jt — s| <1} (5;1% - Sé\i%) dt ds
- 2

1
2

| X 1 N N 2
:mzczg,(z,/g)z’:m Nl;‘s%— (Zsl>

Lk=1 =1

Ferner ist der Fall fiir (¢,s) € [5,3] x [~3,3) symmetrisch zum vorherigen Fall, da
(51— s)% = (s — 51)? gilt,

womit wir auch folgendes Integral bestimmen kénnen:

1 3

2 2 )
N N

//é]l{|t—3|§1}<58+%_gté> dt ds

1 ’ N N 2
:m ]\]ZSI2 — (Z Sl>
=1

=1

Somit kénnen wir numerisch das zu untersuchende Doppelintegral in einer linearen
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Laufzeit berechnen:
3
2

/ = (V%gl(‘é’

1
2

N|=

(w0179 ‘I’<En>> i ds

N N N 2
1 _ '
/ =1 =1

J=1 J=1

Fiir die volle Vierer-Tiefe gilt folgende asymptotische Darstellung:

1
N(dg(ﬁ,Z)—g)
3N 11, 1, 1T .,
T(N—D(N—2)(N —3) (Z_W‘SN*ﬁZdJ—mZ(?J—l)SNj
J=1 j=1
1 & 5 N N 2
= Dlw = 3 o (Z)
7=l j=1 j=1

N
; (ﬁ - ﬁ) (3 — ) ) top(1).

op(1) entspricht dabei der stochastischen Nullfolge aus Lemma 4.3. Hierbei kann
mit der Annahme (2.3) ein beliebiges ¥ € © verwendet werden und in der obigen

Rechnung F,, durch res(¥, Z,,) ersetzt werden. O

Aus Satz 4.4 konnen wir die asymptotische Verteilung der vollen Vierer-Tiefe her-
leiten und gehen dabei analog zu Satz 3.10 vor. Insbesondere ergeben sich beim
Nachweis der Stetigkeit des Funktionals im Satz 4.4 gleiche Rechnungen wie im
Beweis von Satz 3.10, da die ersten beiden Koordinaten dieses Funktionals den Ko-
ordinaten des Funktionals im Beweis von Satz 3.10 entsprechen. Es ergibt sich im
nachfolgenden Beweis von Satz 4.6 eine dritte Koordinate, die nur zuséatzlich be-
trachtet werden braucht. Die Asymptotik der vollen Vierer-Tiefe wurde vom Autor
dieser Arbeit selbst gefunden und bewiesen. Hierbei dankt der Autor fiir die Un-
terstiitzung von Dr. K. Leckey, der einen Fehler in einer vorherigen Version des

Beweises von Satz 4.6 korrigieren konnte.
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Satz 4.6 (Asymptotische Verteilung der vollen Vierer-Tiefe).

Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 qilt

3

' s
N (dg(ﬁ*,Z) - §> NL> —ZB% +3/2
—00 _

1
2

(Beesyos = Bgy)

=3 ), [ M S S (Bt By

1 j_1
2 2

3
2

=
<
—
N
<
o
N——
[\
IS
~
IS
»
> |

wobei (By)iepo,) die Brownsche Bewegung sei.

Beweis. Wir gehen dhnlich wie in Satz 3.10 vor und stellen die linke Seite in der
behaupteten Konvergenz als die Auswertung der zeitskalierte Irrfahrt (S )iepo 1) in

einem passenden Funktional U dar:

ol

W D[0,1] - R U(f) = <f<1)2,/_ (45 A1) = F((t— 1) Vo)) ar,

/ :

Die D — B(R)-Messbarkeit der ersten beiden Koordinaten von V¥ ist in Satz 3.10

3
2

/g 11{|t—s|g1}(f((t+§)/\(s+§)A1)—f((t—%)v(s—g)vo))thds)

1 1
2 2

gezeigt. Fiir D — B(R)-Messbarkeit in der dritten Koordinaten stellen wir das Dop-
pelintegral zunéchst anders dar, indem wir das Gebiet [—%, %]2 in vier Teilgebiete

zerlegen, siche auch (4.35) in Bemerkung 4.5:

[ <0 (A DA =S (=) (5= ) VO)) abe

= [ [ sens - aas+ [ [0 sy

[SIE
[NIE

3
2

+2 1/21]1{\t—s]§1}(f(t—%)—f(s+%))2 dt ds

Wir kénnen die Doppelintegrale durch Riemann-Doppelsummen darstellen und als
in der kanonischen Projektion II; in D[0, 1] ausgewertete Summanden schreiben. Fiir

das erste Integral gilt:

/0/0(f(7f/\s)—f(0))2dtds:limiz:(f(%/\%)—f(()))2

n—oo N2
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- lim niz (Wprg (1)~ 10(1)) (4.37)

Damit erhalten wir eine abzdhlbare Summe von D — B(R)-messbaren Abbildun-
gen mit punktweise existierendem Limes, womit das betrachtete Doppelintegral
D — B(R)-messbar ist. Fiir das zweite Doppelintegral kann analog vorgegangen wer-
den. Fiir das dritte Integral zeigen wir die Messbarkeit genauso und schrinken die
Summation durch die vorgegebene Indikatorfunktion ein:

3
2

2/;/2 1t —s| <1} (F(t—1) = f(s+1))" dids
1

“tm Y () -7 (E) =l =Y (0
s,t=1 s,t=1

t<s t<s

(N -T:())  (439)

und erhalten erneut eine abzahlbare Summe von D — B(R)-messbaren Abbildungen
mit punktweise existierendem Limes. Damit ist U eine D0, 1] — B(R?)-messbare Ab-
bildung und kann fiir das Continuous-Mapping-Theorem mit dem Satz von Donsker
verwendet werden, wenn die Stetigkeit auf C[0, 1] gezeigt wird. Fiir die ersten beiden
Koordinaten ist der Beweis der Stetigkeit auf C[0, 1] bereits in Satz 3.10 durchge-
fiihrt worden. Fiir die dritte Koordinate schreiben wir zundchst wie in Bemerkung

4.5 in (4.34), den Integranden des Doppelintegrals aus Satz 4.4 um:

e (=)t () o
— (SEL%)A(S%)M - SEL%)V(S?%)VU) 1{|t —s| <1}

Schreiben wir zuséatzlich die Integrale dazu, erhalten wir genau die dritte Koordinate

V3 der Abbildung :

2 2

Wy (5 = 1 =) < 11 (S sty = Shogpv(esyw) 05

_1 )1 2
2 2

Wir konnen also das Doppelintegral bei der Darstellung der vollen Vierer-Tiefe in

Satz 4.4 durch S ausgewertet in W3 identifizieren. Es bleibt die Stetigkeit von U3

73



auf C[0,1] zu zeigen. Sei f, AN f fiir eine Funktionenfolge (f,)nen in DJ0, 1]
n—oo
mit f € C[0,1]. Hierbei kénnen wir wegen Lemma 3.9 auf die uniforme Konvergenz

zuriickgreifen:

<[ [ A6 ) - 50

—(F((E+ 1) A (s+ 1) = £(0)? | dtds (4.39)

+2 [2]l{|t—3|S1}](fn(5+%)—fn(t_%»2

—(f(s+ 1) = F(t=21)*dtds (4.40)
=[O = =DV =)
— (PO = (=3 v (=) | deds (441)

Wir untersuchen nun (4.39)-(4.41) separat. Zunéchst verschieben wir in (4.39) den
Integrationsbereiche auf [0, 1] und trennen die Fille fiir £ < s und ¢t > s. Dabei

beachte man die Verwendung der binomischen Formel und Dreiecks-Ungleichung:

/0 /0 |(fu (EA8) = fa(0))? = (F(E A s) = f(0))?| dtds

S/O /s |fn(3)2 - f(8)2| dt ds —I—/O /0 |fn(t)2 — f(t)2| dt ds + |fn(0)2 . f(0)2|
(4.42)

2 / / Fa(O)fuls) — F(O)f(s)] dtds + 2 / /Os|fn(0)fn(t)—f(O)f(t)IdtdS
(4.43)

Wir betrachten nun (4.42) und (4.43) separat. (4.42) lasst sich wie folgt abschétzen,

da iiber ein rechtwinkliges Dreieck mit einem Flacheninhalt von % integriert wird:

/0 / Fals)? — F(s)%] dt ds + / /08|fn(t)2—f(t)QldtdSan(O)Q—f(0)2|

<g S LFals)? = F(5)71 4 5 sup £t = S0+ sup [0 — F(07] (4.44)
s€[0,1] t€]0,1] t€[0,1]
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Alle Summanden in (4.44) konvergieren fiir n — oo gegen 0, was wie im Beweis
von Satz 3.10 gezeigt werden kann. Zu (4.43) betrachten wir das erste Integral. Wir
fithren eine Nulladdition mit f,,(0)f(s) durch und erhalten:

2 / / Fa0)fals) — Fu(0)£(5) + Ful0)F(s) — F(0)F(s)] di ds
< O)] sup [fuls) — F(8)] + 1£a(0) — FO)] sup |£(5)

s€[0,1] s€0,1]

< sup |fn(8)|821[10P1]|fn(8) — f(s)[ + sup [fu(s) = f(s)] sup |f(s)| (4.45)

s€[0,1] s€[0,1] s€[0,1]

Fiir die Abschitzung in (4.45) wird genutzt, dass iiber ein rechtwinkliges Dreieck
mit Flacheninhalt % integriert wird und die Funktionen auf diesem Integrationsgebiet
iiber ihr Supremum abgeschétzt werden konnen. Die einzelnen Ausdriicke konver-
gieren fiir n — oo gegen 0 nach Voraussetzung, da die entsprechenden Vorfaktoren
sup |fn(s)| bzw. sup |f(s)| beschriankt sind. Fiir das zweite Integral in (4.43) zeigt
ilel[;];ll] analog mit eirel[((a]i"l]Nulladdition von f,(0)f(t), dass es fiir n — oo gegen 0 kon-
vergiert. Damit ist gezeigt, dass die Terme in (4.39) fir n — oo gegen 0 gehen.

Fiir die Untersuchung von (4.40) gehen wir analog zu oben vor und verwenden die

Dreiecks-Ungleichung:

2// 1t — 5| < 1} (fu (s+ 1) = fu (£ = 1)
(/4 )~ F (= D)" | deds
§2/o / 1{[t = 5| < 1} (1fuls)? = F(P] + falt)? = F(2)7]) dtds — (4.46)

+4/2 [21{|t—3|§1}|fn(8+%)fn(t_%)

1
2

—f(s+3)f(t—13)|dtds. (4.47)

Analog wie bei der Abschétzung von (4.44) kann gezeigt werden, dass (4.46) fiir
n — oo gegen 0 konvergiert, da jeweils wegen der Indikatorfunktion iiber ein rechtsei-

tiges Dreieck mit Flicheninhalt 3 integriert wird. (4.47) hat nach einer Nulladdition
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folgende Gestalt:

4/;/; 1{[t— 5| <M (5+3) fu (= 3) = F (s + 1) fu (£ - 1)

+f(st3) fa(t=3) = fs+3) f(t—3) dtds
<2 sup [fu(s) = f(s)| Sup]\fn(t)l +2 sup |f(s)] sup [fu(t) = f(D)].  (4.48)

s€[0,1] t€(0,1 s€[0,1] t€(0,1]

Dabei ist wieder zu beachten, dass durch die Indikatorfunktion iiber ein rechtwinkli-
ges Dreieck mit Flicheninhalt 1 integriert wird. In (4.48) konvergieren die Ausdriicke
mit gleicher Argumentation zu oben fiir n — oo gegen 0. Damit ist gezeigt, dass
(4.40) fiir n — oo gegen 0 geht. Um zu zeigen, dass (4.41) fiir n — oo gegen 0
konvergiert, gehen wir analog wie in (4.39) vor und trennen die Integrationsbereiche

fiir die Félle ¢t < s und ¢ > s:

/(; /(; ‘(fn(l) — fn (t\/s))2 — (f(l) _f(tvs))2|dtds
S/O /s |fn(t)2_f(t)2|dtds+/0 /0 fl(s)? — F()2|dtds + | fo(1)% — F(1)?]

(4.49)

2 / / a0 falt) — F)F(0)] di ds +2 / /Oslfn(l)fn(S)—f(l)f(8)|dtd8
(4.50)

Analog wie bei (4.42) kann man zeigen, dass die Ausdriicke in (4.49) fiir n — oo
gegen 0 konvergieren. In (4.50) kann mit einer Nulladdition durch f,(1)f,(¢) und
fn(1) fn(s) analog wie in (4.43) die Konvergenz gegen 0 fiir n — oo gezeigt werden.
Damit ist die Stetigkeit von ¥ auf C[0, 1] gezeigt.

Nun betrachten wir folgende (R* — R)-stetige Abbildung A:

3 3
AR = R, Az, 19, 73) := —Zml + 3x9 — 313 + 7

Damit ist A o W eine D[0, 1] — R-stetige Abbildung auf der Menge C|0, 1] und wir
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kénnen das Continuous-Mapping-Theorem auf A o ¥ auf Satz 4.4 anwenden:

i A(¥(B,)) = _§Bf + 3/_g (B(t-i—%)/\l - B(t—l)vo)2 dt

N—oo 4

S

- 3/_3 /_; 1{[t — 5| < 1} (B(H%)A(S%)M - B(t_l)v(s_;)voy dtds + Z, (4.51)

1 1 2
2 2

wobei (Nfl)(]\vajQ)(Nf?)) P 1 mit dem Lemma von Slutzky (Bickel und Doksum
(1997), S. 461) verwendet wird. O

Korollar 4.7 (Testverfahren beruhend auf der vollen Vierer-Tiefe).
Fiir das gegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 und das Hypothesenpaar Hy :
¥ € Og vs. Hy : ¥ € O hdlt das Testverfahren mit folgender Entscheidungsregel

asymptotisch das Signifikanzniveau o ein:

1
Man verwerfe Hy, falls sup (N <d§(19, z) — _)) < qg4)7
YEBOg 8 )

wobei q((f) das a-Quantil einer Zufallsvariable der Form A o W(B,) ist mit einer

Brownschen Bewegung (By)icp,1) und AoV als das Funktional, das im Beweis von

Satz 4.6 in (4.51) verwendet wird.

Beweis. Analog zum Korollar 2.7 mit Verwendung von Satz 4.6 O

4.3 Berechnung der Quantile der asymptotischen Verteilung

der vollen Vierer-Tiefe

Die Berechnung der Quantile der asymptotischen Verteilung der vollen Vierer-Tiefe
beruhen wie im Kapitel 3.4 auf die Verwendung des Satzes von Glivenko-Cantelli
durch eine numerische Simulation der Quantile. Dabei gehen wir analog vor und
bestimmen 20.000 unabhingig, identische Wiederholungen von Brownschen Bewe-
gungen mit Feinheit 7" = 100. Bis auf den Term mit dem Doppelintegral konnen wir

wie im Kapitel 3.4 die Ausdriicke bestimmen.
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Wir vereinfachen zunéchst das Doppelintegral:

i
9
f

Wir vereinfachen die Integrale durch Verschiebung der Integrationsbereiche oder

—~
-
~—
<
—~
»
=
~—
<
o
N———
no
.
~
U
VA

/ [t — s| < 1} <B(t+%)/\ st T B(t—2
:

/ L1 dtds+/ / 1|t — s| < 1}(Bt_% —BS+%)2dtd8
I

3 3
/ {|t — s| < 1}(B, - Bt+%)2 dtds—i—[ [ (B1 — B(H%)V(H%))z dt ds.
2 2

o= w\»—‘
= w\»—t

B[ w\»—‘

vl N‘H

[NIES

durch Zusammenfassung bestimmter Integrale. Das erste Integral lasst sich folgen-

dermafen vereinfachen:

2 1 1
2, B )
/1/—§ B(t+§)A(s+%)dtd5 —/0 /0 B} dtds.

2

Fiir das zweite und dritte Integral gilt aus Symmetriegriinden:

/ [ =l 1)y~ Byt
1
2

/ / 1|t — 5| < 1}(Bo_y — Bypy)*dtds
1

<

Das vierte Integral wird auch auf den Bereich [0, 1] verschoben und zusammengefasst:

// (st dtds—// (By — Bys)* dt ds

/ / (B — 2By By, + B3,,) dtds

1 1
=B} - 2B, / / Biys dt ds + / / B2, dtds.
0 0 0 0

ol
NG ol

/ 1|t — 8| < 1}(B,_y — Buyy)?dtds

N
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Zusammenfassend erhalten wir:

2
/1 /1 1{|t — s| < 1} B(t+%)A(s+%)/\1 - B(t—%)v(s—%)vo> dt ds
:/ / BtQ/\s dtdS—I—Q/ / |t —s| <1}(B,_1 — Bs+1)2dtd8
0 Jo 1 % 2 2

1 1 1 1
+ B — 2B, / / Byys dtds + / / B2, dtds.
0 0 0 0

Wir kénnen wie im Beweis von Satz 4.6 in (4.37) und in (4.38) bei der numerischen

ol

Berechnung der Doppelintegrale vorgehen. Diese Vorgehensweise wird in Davis und

Rabinowitz (1975), S. 267f. gerechtfertigt:

N
/ / B, dtdsleggom Y (Bens)
t,s=1
2
02/1/11{]t—s| <1} (Bt_%—Bﬁ%) dtds = lim ﬁ ( N)
2 2 s,t=1
t§s
! ! 2 1 al 2
./0 /0 Bj,dtds = lim — Zl(BfVVM
1 pl 1 N
0/0 /0 Btvsdtdszj\}l_lgomtz_:lB]@v;.

Die Darstellungen der Doppelintegrale als doppelte Riemann-Summen konnen ferner
vollstdndig analog zu Bemerkung 4.5 in einfache Riemann-Summen umgeschrieben
werden, um die Laufzeiten zu verringern. Einige der berechneten Quantile fiir hdufig
verwendete Signifikanzniveaus sind in Tabelle 6 gelistet. Das arithmetische Mittel
der Daten betrdgt 0.017, was in Zusammenhang mit der kleinen Wahl von T' dafiir

spricht, dass sich die Quantile noch besser approximieren lassen sollten.

Tabelle 6: Quantile fiir die asymptotische Verteilung der vollen Vierer-Tiefe
a | 01 [ 005 | 0.01 | 0.001
¢ 120,629 | -0.949 | -1.715 | -2.998
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Notwendiger Stichprobenumfang

Mit gleichem Ansatz wie im Ende von Kapitel 2 und 3 werden aus den simulierten
asymptotischen (Quantilen der vollen Vierer-Tiefe notwendige Stichprobenumfinge
durch folgende Ungleichung berechnet:

! !
< qgl) & N> —8¢W.

«

N
8

Aus dieser Ungleichung ergeben sich die notwendigen Stichprobenumfinge, siehe

Tabelle 7. Auffillig ist, dass die Quantile der asymptotischen Verteilung fiir héhe-

Tabelle 7: Notwendiger Stichprobenumfang N in Abhéngigkeit von héufig verwen-
deten Signifikanzniveaus « fiir den Test aus Korollar 4.7
o 0.1 ]0.05]0.01 | 0.001
notwendiges N ‘ 6 ‘ 8 ‘ 14 ‘ 24

res K kleiner werden. Dadurch werden die benotigten Stichprobenumfinge fiir eine
sinnvolle Verwendung des asymptotischen Tests grofler. Allerdings kénnen in allen

Fillen auf die exakten Quantile zuriickgegriffen werden.

4.4 Konvergenzordnung der verschwindenden Ausdriicke

In diesem Teilkapitel beschéftigen wir uns mit dem Konvergenzfehler im Lemma 4.3.
Die Kontrolle dieses Konvergenzfehlers ist niitzlich, da wir dann die volle Vierer-Tiefe
in linearer Laufzeit bestimmen konnen und die maximalen zusétzlichen Abweichun-
gen durch den Konvergenzfehler kennen. Aus dem Beweis von Lemma 4.3 entnehmen

wir die folgende Abschitzung mit der Tschebyscheff-Ungleichung:

24N !
P ( > 6) < q,

<
— (N —-1)(N—-2)(N —3)
fiir ein gegebenes kleines ¢ > 0, das den Fehler beschreibt, und fiir ein gegebenes

LD SN | (1S

47 1<ni<ns<nz<ngs<N i=1

kleines a € (0, 1), mit welchem wir die Sicherheit der Aussage skalieren. Ziel ist es
fiir die gegebenen Parameter ¢, o den kleinsten Stichprobenumfang /N zu finden, so-

dass der Konvergenzfehler hochstens mit Wahrscheinlichkeit o maximal ¢ ist. Ist der
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4
Fehler, der durch Vernachlissigung der Zufallsvariable % Z H@(En)

1<nj<na2<nz<ng<Ni=1
gemacht wird, hinreichend gut kontrollierbar, kénnen wir die asymptotische Berech-

nung in linearer Laufzeit durchfiihren. Folgende kubische Ungleichung ist zu 16sen

24 !
N? —6N? + (11——)]\7—620, (4.52)

oe?

wobei wir am kleinsten N € N interessiert sind, sodass diese Ungleichung wahr ist.
Diese Ungleichung ist im Allgemeinen nur numerisch lsbar, sodass wir in R z.B.
mit dem Newton-Verfahren (Oevel (1995), S. 74ff.) fiir gegebene ¢, a die Nullstellen
des Polynoms N3 — 6 N? + (1 - ) N — 6 in N berechnen. In der Tabelle 8 sind

ag?

Tabelle 8: Kleinster Stichprobenumfang, sodass Ungleichung (4.52) erfiillt ist.
e\a | 0.1 | 0.05|0.01|0.001
0.75 | 24 | 33 69 210
0.5 | 34 | 47 | 101 | 313
0.25| 65 | 91 | 199 | 623
0.1 | 158 | 223 | 493 | 1553
0.05 | 313 | 442 | 983 | 3101

die kleinsten Stichprobenumfinge N angegeben. Sollte die berechnete volle Vierer-
Tiefe nach Bemerkung 4.5 hinreichend weit von einem kritischen Wert, z.B. beim
Testverfahren in Korollar 4.7 das Quantil, entfernt sein, so kann Rechenzeit gespart
werden, wenn selbst bei Addition mit der maximalen Abweichung e der kritische
Wert nicht iiber- oder unterschritten wird. Bei Unsicherheiten kann man im Zweifel
nachtraglich den obigen Ausdruck ohne Verlust von Rechenzeit in polynomieller
Laufzeit vom Grad 4 ausrechnen. Ein Nachteil dieser Methode ist, dass fiir kleine e

der Stichprobenumfang uniiblich hoch sein muss.
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5 Fazit mit Uberblick

Das letzte Kapitel der Arbeit fasst im Unterkapitel 5.1 die wichtigsten Resultate
zusammen und gibt im Unterkapitel 5.2 verschiedene Anwendungen der Ergebnisse
wieder. Anschliefend werden in Unterkapitel 5.3 noch nicht geklirte Fragen, Ver-

mutungen und weitere Untersuchungsziele in einem Ausblick gelistet.

5.1 Zusammenfassung der Resultate

Ziel dieser Arbeit ist die Bestimmung der asymptotischen Verteilung von vollen Da-
tentiefen unter der Nullhypothese fiir statistische Tests zur Testung der Anpassung
von Parametern im Regressionsmodell. Bisher ist die Theorie fiir die volle Zweier-
Tiefe und volle Dreier-Tiefe bekannt gewesen. Fiir die volle Dreier-Tiefe werden in
dieser Arbeit die Aussagen aus Kustosz et al. (2016a) geschérft, durch welche sich
nun die volle Dreier-Tiefe exakt in linearer Laufzeit bestimmen lisst. Auflerdem
lassen sich die in dieser Arbeit entwickelten Beweisideen fiir Satz 3.10 auf hohere
Datentiefen anwenden. Fiir die hoheren Datentiefen wird im Kapitel 4.1 eine -
Darstellung gezeigt, die den ersten Schritt zur Herleitung der Asymptotik hoherer
Datentiefen bildet. Fiir den Fall K = 4 ist in dieser Arbeit die asymptotische Ver-
teilung unter dem wahren Parameter hergeleitet worden. Der Beweisautbau fiir die
asymptotische Verteilung der vollen Vierer-Tiefe ist analog wie zur vollen Dreier-
Tiefe. Es miissen lediglich zusdtzlich Ausdriicke asymptotisch vernachlassigt werden.
Weiterhin ergibt sich bei der vereinfachten Darstellung der vollen Vierer-Tiefe ein
Doppelintegral. Die Laufzeit ist asymptotisch linear, wobei der Konvergenzfehler
der asymptotisch vernachlissigbaren Ausdriicke in Kapitel 4.4 analysiert wird. Die
Arbeit legt einen Grundbaustein fiir die Analyse der Asymptotik von héheren vol-
len Datentiefen. Erwdhnenswert ist ferner, dass wir nichtparametrische Verfahren
vorliegen haben, sodass die Asymptotik bis auf die geforderten Eigenschaften nicht
von den Verteilungsannahmen abhéangt. Dadurch ist die Modellierung flexibler als

bei Verfahren, die z.B. eine Normalverteilungsannahme der Fehler fordern.
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5.2 Anwendungsbeispiele

Verschiedene Anwendungsmoglichkeiten der vollen Datentiefen in der mathemati-
schen Statistik werden in diesem Kapitel prasentiert. Vor allem in Anwendungsfel-
dern mit haufig extremen Werten wie in der Hochwasserstatistik oder mit vielen

Messfehlern kénnen die nachfolgenden Verfahren Verwendung finden.

AR(1)-Modell mit Explosion
Wir verwenden folgendes Zeitreihen-Modell fiir das Modell aus Definition 2.1:

Yn = 190 + Yn_1191 + En firn = ]_7 cees N,

wobei der Start Yy = y fest ist. Ferner gilt ©; > 1, wodurch wir von einer Zeitreihe
mit Explosion sprechen. Das sogenannte AR(1)-Zeitreihenmodell mit Explosion ist
eine stochastische Version der Paris-Erdogan-Gleichung, die z.B. zur Modellierung
von Risswachstum von Briicken verwendet wird. Wéhrend es fiir stationére Zeitrei-
hen (d.h. [¢1] < 1) eine Bandbreite an robusten Testverfahren fiir Zeitreihen gibt, ist
das Spektrum fiir Zeitrethen mit Explosion gering (Kustosz et al. (2016a)). Durch
die Resultate in Kapitel 3 und 4 kénnen wir Verfahren zur Testung von Parametern

¥ = (¥1,92) € © :=[0,00) x (1,00) mit folgendem Hypothesenpaar konstruieren:
H0:19€®0vs.H1:19€®1,

wobeil Oy W ©7 = O sei. Wir verwerfen die Nullhypothese Hy wie in Korollar 3.11

bzw. 4.7 beruhend auf der vollen Dreier- bzw. Vierer-Tiefe:

‘ 1
Man verwerfe Hj falls, sup N (dg(r&’ Z) — _> < q((XS)’
JEO 4

1
bzw. sup N (dé(ﬁ, Z) — —) < q¥.
YEB 8

In Kustosz et al. (2016a) werden unter Zusatzannahmen an den Parameterraum
Konsistenzeigenschaften des Testverfahrens beruhend auf der vollen Dreier-Tiefe

bewiesen, d.h. der Fehler zweiter Art wird bei wachsendem Stichprobenumfang be-
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liebig klein. Auferdem werden Simulationsstudien durchgefiihrt, in der das Test-
verfahren beruhend auf der vollen Dreier-Tiefe mit anderen Testverfahren, wie dem
Vorzeichen-Test in Satz 2.8 oder einem Test beruhend auf den KQ-Schéitzer, unter
verschiedenen Verteilungsannahmen an die Fehler i, ..., Ey verglichen wird. In al-
len Situationen liefert das Testverfahren beruhend auf der vollen Dreier-Tiefe stabile
Ergebnisse. Insbesondere ist die Giite der vollen Dreier-Tiefe in vielen Féllen hoher
als bei den anderen standardméfigen Testverfahren. Fiir die volle Vierer-Tiefe sind
weder solche Untersuchungen durchgefiihrt worden, noch ist umfangreich untersucht,
ob oder unter welchen Bedingungen die volle Dreier- oder die volle Vierer-Tiefe bes-

sere Resultate erzielt.

Konfidenzbereiche und Prognosen

Die Dualitidt zwischen Testverfahren und Konfidenzbereich (Czado und Schmidt
(2011)) ermdoglicht die Konstruktion von asymptotischen Konfidenzbereichen zum
Konfidenzniveau 1 — « aus den Testverfahren in Korollar 3.11 bzw. 4.6, indem wir
den Annahmebereich des Testverfahren betrachten (analoge Idee aus Kustosz und

Miiller (2014), wo es fiir die volle Zweier-Tiefe durchgefiihrt wird):

1 )
{ﬁ €O;N (dé(ﬁ, Z) - z) > q&”}

bzw. {19 € O;N (d%(ﬁ, Z) — é) > qgl)} .

Die Parameter lassen sich in der Darstellung des Konfidenzbereichs nicht isolieren,
sodass wir die Mengen numerisch z.B. durch eine Gittersuche bestimmen. Aus Konfi-
denzbereichen kénnen wir robuste Prognoseintervalle fiir statistische Fragestellungen
in Regressionsmodellen bilden, wie z.B. mit der Plug-In-Methode, siehe Szugat et

al. (2016).
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Vergleich von zwei Stichproben
Das angegebene Regressionsmodell in Definition 2.1 kann als Zweistichproben-Problem

dargestellt werden:

h+ E, firn=1,....M
Y, =

Y+ E, firn=M+1,. N

wobei die erste Stichprobe aus M und die zweite Stichprobe aus N — M Daten
besteht. Die beiden Stichproben unterscheiden sich nur vom Lageparameter 1, oder

Y5 und sind ansonsten identisch verteilt. Das Hypothesenpaar
HO : ’191—192| S(SVS. Hi: |191—792| >0

untersucht fiir einen Relevanzparameter o > 0 die Lageparameter 9, und v, auf einen

relevanten Unterschied. Die Entscheidungsregel lautet nach Korollar 3.11 bzw. 4.7:

. 1
Man verwerfe Hy, falls: sup N (d%(ﬁ’ z) — _) < q((x3)7
JEBO 4

1
bzw. sup N (dg(ﬂ, Z) — —) < q¥.
YEB 4

In Malcherczyk (2018) wird der Relevanz-Zweistichproben-Test untersucht und mit
dem Relevanz-t-Test fiir Zweistichproben unter verschiedenen Annahmen verglichen.
Unter der Cauchyverteilung und Verteilungen mit Kontaminationen liefert der Test
beruhend auf der vollen Dreier-Tiefe deutlich bessere Ergebnisse als der ¢-Test. Die

Giite der vollen Vierer-Tiefe ist dabei noch nicht untersucht worden.

Parameterschitzung und Klassifikation von Ausreillern
Wir betrachten das erste Beispiel in Kapitel 1 aus Abbildung 1, wo aus Realisationen
von einer Regressionsgeraden ein Parameter ¢ mit der Kleinste-Fehler-Quadrate-

Methode geschétzt wird. Stattdessen schitzen wir den Parameter ¥ durch folgenden
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Maximum-Likelihood-Ansatz (Kustosz und Miiller (2014)):

1/9\(3) := argmax dg (¥, Z) oder 1/9\(4) = argmax ds(¥, 7).
K1) 9ed

Das Maximum lidsst sich numerisch durch eine Gittersuche auf einer diskreten,
endlichen Teilmenge von © bestimmen. Wir fiihren die Gittersuche der Menge

{(0o,01) € R% 09 € {—1,-0.999, ...,0.999, 1}, 9; € {0,0.001,...,1.999, 2} durch. In

Tabelle 9: Schitzungen aus 20 Datenpunkten einer N (0, %)—Verteilung und einem
Ausreier im Punkt (4,—3)7

1 ohne Ausreifser | 1 mit Ausreifer

KQ | (0.078,0.960)" | (1.297,—0.341)"

dé | (—0.008,1.078)" | (0.034,0.996)"

ds, (0.034,0.996) " (0.034,0.996) "

Tabelle 9 werden die Parameterschitzungen mit und ohne Ausreiffer mit den Schét-
zungen der Kleinste-Fehler-Quadrate-Methode verglichen. Fiir den Datensatz ohne
Ausreifer bilden alle drei Methoden zufriedenstellende Schitzungen Durch einen
hinzugefiigten Ausreiffer verschlechtern sich die Schitzungen bei den Datentiefen im
Gegensatz zum KQ-Schitzer nicht. Die Schitzung durch die volle Vierer-Tiefe veran-
dert sich durch Hinzufiigen des Ausreifters nicht. In Abbildung 4 werden die Residuen
fiir die geschétzten Modelle mit Ausreiffer angegeben. Die Idee der Betrachtung von
Residuen aus einer robusten Parameterschéitzung ist an Rosseeuw und Leroy (1987)
angelehnt. Wir bemerken, dass durch die robuste Schétzungen mit den vollen Da-
tentiefen der Ausreifser identifiziert wird. Beim KQ-Schétzer ist der Ausreifser auch
auffillig und besitzt die hochste quadratische Abweichung der Residuen. Allerdings
ist das Ergebnis weniger deutlich. Zwar ist in einem Punktwolken-Diagramm der
Ausreifser noch per Augenmaf erkennbar, da die Regressoren eindimensional sind.
In hochdimensionalen Strukturen ist diese Fragestellung jedoch weniger trivial (Ros-
seeuw und Leroy (1987), S. 7). Diese Anwendung zeigt, dass sich Datentiefen nicht
nur fiir Qualitdtsuntersuchungen durch statistische Testverfahren eignen, wie es in
dieser Arbeit durchgefiihrt wird, sondern die Grundidee auch fiir robuste deskrip-
tive Untersuchungen niitzlich sind. Die hier dargestellten Punktschitzung-Methode

sollte in der Praxis mit Konfidenzbereichen kombiniert werden, welche durch die
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KQ-Schétzer

15 20 25 30

1.0

Residuum im Betrag

00 05
| |
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volle Dreier-Tiefe

Residuum im Betrag

Nummer des Datums

volle Vierer-Tiefe

Residuum im Betrag
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Nummer des Datums

Abbildung 4: Vergleich: Residuen zur Ausreifsererkennung (Datenpunkt 21 ist der

Ausreifser)
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Resultate dieser Arbeit bestimmbar sind, um die Qualitit der Punktschiatzungen zu

beurteilen (z.B. anhand der Grofe des Konfidenzbereichs).

5.3 Ausblick

Von hoher Interesse ist die Herleitung der asymptotischen Verteilungen der héheren
vollen Datentiefen. Dazu ist die Betrachtung und der Vergleich der Herleitung der
Asymptotik zur vollen Dreier-Tiefe und vollen Vierer-Tiefe besonders interessant.
Auffillig ist die dhnliche Bauart von Korollar 3.11 und Korollar 4.7, welche Ideen
geben, wie die Gestalt der asymptotische Verteilung der allgemeinen vollen K-Tiefen
aussieht und sich herleiten lasst. Es ist naheliegend zu vermuten, dass ein Funktio-
nal ¥ wie im Beweis von Satz 4.6 bei der K-Tiefe insgesamt K + 1 Koordinaten
aufweisen wird, wobei die Anzahl an Zeitparametern pro Koordinate von 0 bis K
zunimmt. Weiterhin wird vermutetet, dass die asymptotische Verteilung sich als eine
Zufallsvariable mit K 4+ 1 Summanden darstellen lidsst, wobei dabei eine konstante
Zufallsvariable als skalierte Punktauswertung in B? und Integralterme mit bis zu

K — 2 Integralen iiber ¥ (B,);, ,, , fiir Zeitparameter ¢, ...,t; o fir L =3,..., K

P
mit passendem 1), und einer Konstanten vorliegen. Mit Satz 4.1 ist bereits durch
vollstdandige Induktion die ®-Darstellung der vollen Datentiefen gelungen. Der néchs-
te Schritt ist die Gewinnung von im Produkt symmetrischen Darstellungen bei einer
allgemeinen K-Tiefe. Dabei sind die kombinatorischen Argumente eine Herausfor-
derung, wenn mit allgemeinem K gerechnet wird. Auferdem miissen die Anteile
in der ®-Darstellung gefunden werden, die asymptotisch vernachlissigbar sind. Ist
eine symmetrische Darstellung wie in Satz 3.4 oder Satz 4.4 gefunden, kann mit
dem Satz von Donsker und dem Continuous-Mapping-Theorem argumentiert wer-
den. Beim Vergleich der Anwendung von K = 3 und K = 4 zeigt sich, dass die
Probleme bei der Anwendung vom Satz von Donsker bereits im Fall K = 3 gelost
sind und die Anwendung fiir K = 4 analog ist. Daher wird vermutet, dass fiir all-
gemeines K die wahrschlichkeitstheoretischen Schwierigkeiten bereits iiberwunden
sind. Weiterhin kann der Zwischenprozess in der Herleitung der asymptotischen Ver-

teilung der vollen Vierer-Tiefe im Detail untersucht werden. Dieser entspricht einem

Brownschen Blatt mit zeitlicher Skalierung in beiden Zeitparametern. Dazu miissen
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mehrdimensionale Skorohod-Riume studiert werden, die z.B. in Lagodowski und
Rychlik (1986) und Ferger (2010) diskutiert werden.

Ferner bleibt die Frage offen, inwieweit sich die hheren vollen Datentiefen fiir K > 4
in kiirzerer Laufzeit bestimmen lassen. Fiir die volle Zweier-Tiefe und die volle
Dreier-Tiefe ist eine exakte lineare Laufzeit moglich, wahrend fiir die volle Vierer-
Tiefe nur eine asymptotisch lineare Laufzeit bisher gewéhrleistet werden kann. Hier
sind gerade fiir die Praxis weitere Analysen, insbesondere fiir die héheren Datentie-
fen, interessant. Eventuell gibt es z.B. Vereinfachungen bei den asymptotisch ver-
nachléssighbaren Ausdriicken, wie dem in Kapitel 4.4 betrachteten Term durch kom-
binatorische Uberlegungen.

Ferner konnen sich weitere Testverfahren iiberlegt werden. Es konnen z.B. Mehr-
Stichproben-Vergleiche oder Testungen mit sehr vielen Parametern konstruiert wer-
den. Heuristisch gesehen decken K-Tiefen mit hoherem K intensiver Abhingigkeitss-
trukturen und Wechselwirkungen zwischen den Parametern ab. Man kann daher
vermuten, dass fiir Modelle mit vielen Parametern héhere K bendtigt werden. Die
Giitefunktionen solcher Testverfahren sollten in Rahmen von Simulationsstudien
mit anderen robusten und nicht-robusten Testverfahren verglichen werden. Wiin-
schenswert wiren verbesserte Resultate gegeniiber nicht-robusten Testverfahren bei
zugrundeliegenden Fehlerverteilungen mit schweren Rindern, wie z.B. die Cauchy-
Verteilung oder Doppel-Exponentialverteilung (Biining (1991), S. 5ff.) oder unter
Kontaminationen (siche Biining und Trenkler (1994), S. 24 und S.294ff.). Bei Ver-
gleichen mit anderen robusten Verfahren erhofft man sich, dass héhere Anteile von
Ausreifern geringeren Einfluss haben oder das die Giitefunktion unter bestimmten
Annahmen gleichméfig besser ist.

Neue Begriffe von Datentiefen konnen ebenso in zukiinftigen Analysen relevant sein.
Mit den Methoden dieser Arbeit konnen nur Daten mit univariaten Zielgréfsen unter-
sucht werden, wiahrend mehrdimensionale Zielgrofen nicht betrachtet werden kon-
nen. In Kustosz et al. (2016b) werden vereinfachte Datentiefen untersucht, die nicht
alle Kombinationen betrachten, um Laufzeiten zu verringern. Bisherige Untersu-
chungen zeigen schlechte Resultate, sieche Kustosz et al. (2016b) und Malcherczyk

(2018). Allerdings konnen alternative Ansétze zu brauchbaren Mafzahlen fithren.
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