technische universitat
dortmunad

Fakultat
Statistik

Bachelorarbeit

iuber das Thema

Vergleich der Prognosegiite verschiedener Regressionsmodelle fiir

longitudinale Daten

Autor: Gerrit Toenges
gerrit.toenges@tu-dortmund.de

Priiferin: Prof. Dr. Christine Miiller

Abgabedatum: 19.12.2013



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Datenbeschreibung und Zielsetzung

2.1 Einfiihrung in die Struktur longitudinaler Daten . . . . . ... ... ...
2.2 Datenbeschreibung . . .. ... ... .. ... ... . ... ... . ...
23 Zielsetzung . . . . . ... L

Statistische Methoden

3.1 Lineare Interpolation . . . ... ... . ... . ... ... . ... . ... .
3.2 Verteilungstheorie . . . . . ... ... ... ... .. .. 0 L.
3.2.1 Die multivariate Normalverteilung und ihre Folgeverteilungen .

3.2.2 Verteilung quadratischer Formen . . . . . .. ... .. ... ....

3.3 Das multiple lineare Regressionsmodell . . . . ... ... .........
3.3.1 Das klassische lineare Regressionsmodell . . . .. ... ... ...
3.3.1.1 Parameterschdtzung . . . ... ... ............

3.3.1.2  Punkt- und Intervallprognosen fiir zukiinftige Beobach-
tungen . . .. ..o
3.3.2 Das verallgemeinerte lineare Regressionsmodell . . . . ... ...
3.4 Das Regressionsmodell mit zufélligen Effekten (RCR-Modell) . . . . ..
3.41 Parameterschitzung im RCR-Modell . . . . .. .. .........
3.4.1.1 Schétzung der festen Effekte . . . . ... ... ... ....
3.41.2 Schédtzung der Varianzparameter . . . . . . ... .. ...
3.4.2 Pradiktion der zufdlligen Effekte . . . .. ... .. ... ... ...

3.4.3 Prognosen und Prognoseintervalle fiir zukiinftige Beobachtun-

genim RCR-Modell . . . ... ... ... ...........
3.4.3.1 Situation A: Prognosen fiir einen neuen, unbekannten
Verlauf . . . ... .. ... ...

3.4.3.2 Situation B: Prognosen fiir einen vollstdndig beobachte-
tenVerlauf . . . . ... ... oo o oo L
3.4.3.3 Situation C: Prognosen fiir einen neuen Verlauf, von dem

nur die ersten Messungen bekanntsind . . . . .. .. ..

Statistische Auswertung

4.1 Datenaufbereitung durch lineare Interpolation . . . ... ... ... ...

4.2 Deskriptive Auswertung der Dialyseverldufe . . . ... ... ... .. ..

4.3 Empirischer Vergleich verschiedener Prognoseverfahren . ... ... ..
43.1 Verfahren 1: Prognose des Endpunktes eines neuen Verlaufs aus-

schliefdlich auf Basis vorheriger Verldufe . . . . . ... ... ....



Inhaltsverzeichnis

43.2 Verfahren 2 und 3: Prognose des Endpunktes eines neuen Ver-

laufs unter Hinzunahme von dessen Anfangsbeobachtungen. . . 53

433 Verfahren 4: Prognosen basierend auf einem Modell mit der Sig-
nalstdrkeals Regressor . . . . ... ... ... . ... . ... ... 57
434 Vergleich der vier Prognoseverfahren . . ... .. ... ... ... 62
5 Zusammenfassung und Ausblick 65
Anhang 68
A Verlaufsprofile aller Patienten 68
B R-Code 72
Literaturverzeichnis 94

Eidesstattliche Versicherung 97



Kapitel 1 Einleitung

1 Einleitung

Die Nieren sind ein paarig angelegtes Organ, welches sich auf der rechten und lin-
ken Seite der unteren Wirbelsdule befindet. In den Nieren werden toxische Substan-
zen (Stoffwechselendprodukte, Medikamente etc.) aus dem Blut abfiltriert und in we-
nig Wasser aufkonzentriert. Dieses Konzentrat wird letztlich tiber das Harnwegesys-
tem ausgeschieden. Die Niere hat somit eine zentrale Funktion fiir die Entgiftung und
den Wasserhaushalt des Korpers. Bei einer Niereninsuffizienz werden die Toxine nicht
mehr in ausreichendem Mafse entfernt und reichern sich im Korper an, was sich nega-
tiv auf alle Organsysteme auswirkt. Man unterscheidet dabei chronisches und akutes
Nierenversagen. Unter chronischem Nierenversagen fasst man den langsam fortschrei-
tenden Funktionsverlust der Niere zusammen, der meist die Folge einer chronischen
Ersterkrankung wie z.B. Diabetes mellitus ist. Beim akuten Nierenversagen tritt ein
plotzlicher Funktionsverlust des Organs infolge einer akuten, schweren Ersterkran-
kung wie z.B. einer Blutvergiftung ein (Schreiber et al., 2009, S. 1525 ff.).

Im Jahr 2005 waren in Deutschland rund 55.000 Menschen von einer Niereninsuffi-
zienz betroffen. Bei diesen Patienten kann die Nierenfunktion — zumindest teilweise
— durch ein technisches Blutreinigungsverfahren, die Dialyse, ersetzt werden. Dabei
wird das Blut des Patienten durch einen Schlauch in eine Dialysemaschine geleitet, in
der eine Entgiftung des Blutes stattfindet. Das gereinigte Blut wird dem Patienten an-
schlieflend wieder zugefiihrt. Fiir die Dialyse wird also ein extrakorporaler Blutkreis-
lauf eingerichtet. Chronisch dialysepflichtige Patienten miissen drei mal pro Woche
zur Blutreinigung erscheinen. Die Konzentration an Toxinen, die sich zwischen zwei
Dialysebehandlungen im Korper anreichert, wird mafigeblich durch die Art der Er-
ndhrung in diesem Zeitraum mitbestimmt (Schreiber et al., 2009, S. 1519 ft.).

Das Herzstiick des extrakorporalen Blutkreislaufs ist der Dialysator. Die in diesem Ge-
rat stattfindende Blutwésche basiert auf dem physikalischen Prinzip der Diffusion. Die
Diffusion beschreibt den Vorgang des Konzentrationsausgleichs zwischen zwei unter-
schiedlich konzentrierten Losungen. Es findet so lange eine Netto-Teilchenwanderung
vom Ort hoher zum Ort niedriger Konzentration statt, bis beide Losungen die gleiche
Konzentration erreicht haben. Dieser Vorgang kann selektiv gestaltet werden, indem
man die beiden Losungen durch eine semipermeable Membran trennt, welche nur den
Durchtritt kleiner Teilchen erlaubt. Im Fall der Dialyse handelt es sich bei den beiden
Losungen um das Blut und eine Dialysierfliissigkeit, die eine physiologische Gesamt-
konzentration geloster Salze enthdlt (Schreiber et al., 2009, S. 1534 ff.).

Der Dialysator besteht aus einem Kunststoffgehduse, durch welches tausende, nur
wenige Mikrometer breite Hohlfasern verlaufen. Die Wand dieser kleinen Rohren be-

steht aus einer semipermeablen Membran. Wahrend das Patientenblut durch die Hohl-
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Kapitel 1 Einleitung

fasern fliefst, stromt an der Aufienseite der Fasern die Dialysierfliissigkeit in entge-
gengesetzter Richtung entlang. Da in der Dialysierfliissigkeit keine Toxine vorhanden
sind, treten die Stoffwechselendprodukte aus dem Blut in die Dialysierfliissigkeit tiber.
Die verbrauchte Dialysierfliissigkeit — das Dialysat — weist nach Passage des Dialysa-
tors dieselbe Toxinkonzentration auf wie das gereinigte Blut und wird entsorgt. Die
pro Zeiteinheit entfernte Toxinmenge ist abhangig von der Geschwindigkeit bzw. der
Flussrate, mit der das Blut und die Dialysierfliissigkeit durch den Dialysator stromen.
Je hoher die Flussrate ist, desto schneller werden die Toxine aus dem Blut entfernt.
Dennoch sind kurze Dialysezeiten mit hoher Flussrate nicht sinnvoll, da die im Gewe-
be lagernden Gifte nur langsam an das Blut abgegeben werden. Um eine Entgiftung
aller Kérperkompartimente zu erzielen, muss eine minimale Behandlungsdauer von
ca. vier Stunden eingehalten werden (Geberth, 2011,S. 30 ff.).

Der Entgiftungsprozess wird durch Beobachtung der Reduktion von Harnstoff im Blut
tiberwacht. Das Toxin Harnstoff ist ein Endprodukt des Eiweifsstoffwechsels und wird
stellvertretend fiir alle kleinmolekularen Toxine zur Labordiagnostik herangezogen.
Ein wichtiges Maf3 zur Beurteilung der Dialyseeffektivitat ist die Harnstoffreduktions-
rate

Hierbei ist Cy die Harnstoffkonzentration im Blut vor und Ct die Harnstoffkonzen-
tration im Blut nach der Dialyse. Die Harnstoffreduktionsrate gibt also an, um wie-
viel Prozent die urspriingliche Harnstoffmenge wahrend einer Dialysebehandlung ge-
senkt wurde. Der empfohlene Zielwert liegt bei einer URR von ca. 65% (Geberth, 2011,
S. 117 ff.).

Bis vor einigen Jahren wurden fiir die Bestimmung dieser Grofie jeweils vor und nach
der Behandlung Blutproben entnommen und im Labor auf ihre Harnstofftkonzentra-
tion hin untersucht. Das Problem dabei war, dass die Dialyseeffektivitdt mit diesem
Verfahren immer erst nach Beendigung der Behandlung beurteilt werden konnte. Seit
einiger Zeit gibt es jedoch Dialysegerite, die die Reduktion der Harnstoffkonzentration
in Echtzeit mitverfolgen konnen. In diesen Maschinen wird die Harnstoffkonzentrati-
on des aus dem Dialysator austretenden Dialysats gemessen, da diese der Konzentra-
tion im gereinigten Blut entspricht (Uhlin et al., 2005).

Technisch wird diese Messung durch ein Spektrophotometer realisiert: Dabei wird von
einer UV-Lampe ultraviolettes Licht durch das Dialysat gestrahlt. Auf der gegeniiber
liegenden Seite wird die Intensitdt des ankommenden Lichts durch einen Detektor ge-
messen. Da die niedermolekularen Toxine UV-Licht absorbieren, kann aus der Inten-
sitdt der transmittierten Reststrahlung ein Riickschluss auf die Toxinkonzentration im

Dialysat gezogen werden. Anhand der Intensitdt kann die Absorbanz des Dialysats
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bestimmt werden. Die Absorbanz A ist gegeben durch

A = log (%) .

Hierbei ist I, = 55.000 die Intensitdt des transmittierten Lichts durch reine Dialysier-
flissigkeit und Is die Intensitét des transmittierten Lichts durch verbrauchtes Dialysat.
Weil die Absorbanz eine hohe Korrelation zur Harnstoftkonzentration aufweist, repra-
sentiert die Absorbanz die Harnstoffkonzentration im Dialysat und damit im gereinig-
ten Blut (Uhlin et al., 2006).

Durch den im Laufe der Dialyse fortschreitenden Harnstoffentzug sinkt die Harnstoff-
konzentration im Blut und im Dialysat. Die gemessenen Intensitdtswerte des Lichtde-
tektors steigen wihrend der Behandlung stetig an, da immer weniger Harnstoffmo-
lekiile das Licht absorbieren. Mit diesem Verfahren kann zu jedem Zeitpunkt der Be-
handlung die bislang erreichte Harnstoffreduktionsrate berechnet werden. Diese Me-
thode ermoglicht es also, die Dialyse so lange fortzusetzen, bis die nétige Harnstoffre-
duktionsrate erreicht ist (Uhlin et al., 2005).

Sowohl fiir das Pflegepersonal als auch fiir den Patienten wére es wiinschenswert, zu
Beginn der aktuellen Behandlung eine Prognose zu erhalten, wie lange die bevorste-
hende Sitzung dauern wird. Anhand einer solchen Prognose konnen sich die Patien-
ten besser auf die Behandlung vorbereiten und das Pflegepersonal kann die Auslas-
tung der Geréte besser planen. Im Rahmen dieser Bachelorarbeit werden verschiedene
Prognoseverfahren verglichen, mit denen die Harnstoffkonzentration zu zukiinftigen
Behandlungszeitpunkten fiir jeden Patienten individuell vorhergesagt werden kann.
Als Zielgrofie wird die vom Detektor gemessene Lichtintensitdt modelliert. Diese kann
dann mithilfe der vorgestellten Formeln in die Absorbanz und die Harnstoffreduk-
tionsrate umgerechnet werden.

Zunichst wird in Kapitel 2 die allgemeine Struktur longitudinaler Daten erldutert. Es
folgt eine Beschreibung der vorliegenden Dialysedaten und eine genaue Formulierung
der Zielsetzung dieser Bachelorarbeit. Anschlieffend werden in Kapitel 3 die statisti-
schen Regressionsmodelle vorgestellt, welche die Grundlage der verschiedenen Prog-
noseverfahren sind. In Kapitel 4 werden die Prognoseverfahren auf die Dialyseverldu-
fe angewendet und hinsichtlich ihrer Vorhersagegenauigkeit miteinander verglichen.
Zuletzt folgt in Kapitel 5 eine Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse dieser
Arbeit.
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2 Datenbeschreibung und Zielsetzung

2.1 Einfiihrung in die Struktur longitudinaler Daten

Longitudinale Daten bestehen aus einer Zufallsstichprobe von Subjekten aus einer Po-
pulation. Fiir jedes Subjekt wird eine bestimmte Variable iiber die Zeit hinweg be-
obachtet. Die Begriffe Subjekt und Population stammen aus der wirtschaftswissen-
schaftlichen Anwendung, wo viele Individuen aus der Bevolkerung tiber die Zeit hin-
weg untersucht werden. Im Rahmen dieser Bachelorarbeit werden verschiedene Dia-
lyseverldufe einer Person modelliert. Daher werden im Folgenden ausschliefslich die
Begriffe , Verlauf” oder , Beobachtungsreihe” verwendet. Ein Verlauf ist die Realisati-
on einer experimentellen Einheit, d.h. einer einzelnen Dialysebehandlung.

Modelle fiir longitudinale Daten unterscheiden sich von Regressions- und Zeitreihen-
modellen durch ihre Doppelindizes. Diese ermdglichen es, zwischen den verschiede-
nen Verldufen und den Zeitpunkten zu unterscheiden. Dabei ist y;; die Realisation
der Zufallsvariablen Yj;, welche die Verteilung der abhéngigen Variablen des i-ten
Verlaufs zum j-ten Zeitpunkt ¢;; beschreibt. Ein longitudinaler Datensatz enthilt die
Zeitreihen von I experimentellen Einheiten. Die Gesamtzahl der Messzeitpunkte von
Verlauf i wird mit N; gekennzeichnet. Falls die Anzahl der Beobachtungen pro Be-
obachtungsreihe von i abhdngt — d.h. wenn unterschiedlich viele Messungen pro Ver-
lauf durchgefiihrt werden — werden die Daten als unbalanciert bezeichnet. Im Falle
N; = NVie {l,...,1} liegen balancierte Daten vor. Ein Spezialfall balancierter Lon-
gitudinaldaten ist gegeben, wenn die N Beobachtungszeitpunkte aller Verldufe gleich
sind, d.h. wenn t;; = t; Vi € {1,...,I} erfiillt ist (Frees, 2006, S. 4).

Unbalancierte Daten resultieren in der Regel aus Beobachtungsstudien, in denen die
Messzeitpunkte nicht genau kontrolliert werden konnen. Bei experimentellen Studien
hingegen wird das Studiendesign meist so angelegt, dass balancierte Longitudinal-
daten mit gleichen, dquidistanten Zeitpunkten vorliegen. Der Verlauf einer Beobach-
tungseinheit wird auch als Profil bezeichnet. Bei balancierten Daten mit gleichen Zeit-
punkten liegen also I Profile der Form {(t1,Yi1),...,(tn,Yin)}, i € {1,...,I}, vor
(Weiss, 2005, S. 16 ff.).

Das Ziel der longitudinalen Datenanalyse ist, die Verldufe aller experimentellen Ein-
heiten gemeinsam zu modellieren und Gesetzmafigkeiten fiir die zeitliche Dynamik
der Gesamtpopulation, d.h. eines , Durchschnittsverlaufs”, zu erforschen. Auf dieser
Basis konnen dann Vorhersagen fiir die Verldufe neuer Einheiten gemacht werden
(Weiss, 2005, S. 2 ff.). Longitudinale Daten haben eine breite Anwendung in vielen Be-
reichen der Natur-, Wirtschafts- und Sozialwissenschaften. In den Wirtschafts- und So-
zialwissenschaften sind longitudinale Daten unter dem Begriff , Panel”-Daten verbrei-
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tet, wahrend sie in der Biometrie eher als , Wachstumskurven”-Daten bekannt sind.
Trotz der diversen synonymen Bezeichnungen ist die statistische Methodik in allen
Anwendungsgebieten identisch (Frees, 2006, S. 4 ff.).

2.2 Datenbeschreibung

Fiir diese Bachelorarbeit werden Daten aus Dialysebehandlungen von insgesamt 21
dialysepflichtigen Patienten ausgewertet. Die Daten stammen aus klinischen Studien
der B. Braun Melsungen AG und wurden in den Jahren 2007 bis 2009 in den Dialy-
sekliniken in Melsungen und Bad Wildungen erhoben. Die B. Braun Melsungen AG
ist ein Medizintechnik-Unternehmen, welches mafigeblich an der Entwicklung eines
Systems zur UV-basierten Konzentrationsbestimmung harnpflichtiger Substanzen im
Dialysat beteiligt war. Die Patienten sind im Datensatz — aus unbekannten, moglicher-
weise Klinik-internen Griinden — nicht fortlaufend nummeriert. Fiir die Auswertung
der Daten werden die Patienten in eine fortlaufende Reihenfolge umnummeriert (sie-
he Tabelle 1).

Fiir jede Dialysebehandlung liegen die Messzeitpunkte (in Minuten nach Beginn der
Dialysesitzung) sowie die zu diesen Zeiten gemessenen Signalstarken des UV-Detektors
vor. Jede Behandlung wird also durch den zeitlichen Verlauf der quantitativ stetig ska-
lierten Intensitidtswerte des Detektors reprasentiert. Die Anzahl der Verldufe pro Pa-
tient variiert im Datensatz: Es liegen Daten zu maximal 32 und minimal 8 Dialyse-
behandlungen pro Patient vor. Die klinischen Daten bestehen also aus 21 Patienten-
spezifischen longitudinalen Datensétzen.

Die Dauer einer Dialysebehandlung ist von Patient zu Patient und sogar von Verlauf zu
Verlauf innerhalb eines Patienten unterschiedlich, liegt jedoch meistens tiber 230 Mi-
nuten. Da sich die Anzahl der Messzeitpunkte pro Behandlung selbst innerhalb eines
Patienten unterscheidet, sind die 21 longitudinalen Datensétze jeweils unbalanciert.
Zudem weisen die Verldufe jedes Patienten unterschiedliche Messzeitpunkte auf: Die
erste Messung erfolgte in den meisten Féllen zwischen den ersten 3 bis 5 Minuten nach
Dialysebeginn, da erst dann ein Konzentrationsausgleich zwischen der Dialysierfliis-
sigkeit und dem Blut vorliegt. Die darauf folgenden Messungen wurden in nicht dqui-
distanten Zeitintervallen von ca. 3 bis 4 Minuten durchgefiihrt, sodass meist iiber 70
Beobachtungen pro Verlauf vorliegen. Eine detaillierte Auflistung der Patienten sowie
der Anzahl und Charakteristika ihrer Verldufe ist in Tabelle 1 gegeben.
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Hinweis:
In diesem Auszug der Bachelorarbeit ist Tabelle 1 aus Datenschutzgriinden nicht

enthalten.

2.3 Zielsetzung

Das Ziel dieser Bachelorarbeit ist, ein Verfahren zur Prognose der Signalstarke des De-
tektors am Ende einer Dialysebehandlung zu entwickeln. Die Prognose sollte entweder
bereits vor der Behandlung oder im Anfangsstadium der Behandlung vorliegen. Dazu
werden verschiedene Prognoseverfahren miteinander verglichen, die auf klassischen
Regressionsmodellen sowie auf Regressionsmodellen mit zufilligen Effekten beruhen.
Es werden sowohl Punktprognosen als auch Prognoseintervalle fiir die Signalintensi-
tat am Ende der Dialyse konstruiert.

Da die Dauer einer Dialysebehandlung immer unterschiedlich ist und die Prognose-
giite der einzelnen Verfahren am Ende Patienten-iibergreifend verglichen werden soll,
wird der Detektorwert jeweils immer fiir den Zeitpunkt T = 235 prognostiziert. Dies
hat den Grund, dass die meisten Behandlungen der im Datensatz vertretenen Patienten

ca. 4 Stunden dauern. Nur wenige Patienten weisen deutlich langere Zeiten auf. Durch
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eine Prognose des Detektorwertes fiir den Endzeitpunkt dieser Standard-Dialysedauer
kann zu Beginn der Behandlung eingeschétzt werden, ob fiir die aktuelle Sitzung eine
Behandlungsdauer von 4 Stunden ausreicht.

Bei einigen Verfahren wird die Information vorheriger Verldufe eines Patienten fiir die
Prognose von dessen aktuellem Verlauf verwendet. Aus diesem Grund werden alle
Prognoseverfahren jeweils nur zur Prognose des (im Datensatz) letzten Verlaufs jedes
Patienten angewendet. Die Evaluation der Prognosegiite aller Verfahren erfolgt also
anhand des Vergleichs zwischen der Prognose und der Beobachtung des letzten Ver-
laufs jedes Patienten zum Zeitpunkt T = 235.
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3 Statistische Methoden

In diesem Kapitel werden die Regressionsmodelle, welche die Basis der verschiede-
nen Prognoseverfahren sind, vorgestellt. Dabei handelt es sich um das multiple lineare
Regressionsmodell (Abschnitt 3.3) und um das Regressionsmodell mit zufdlligen Ef-
fekten (Abschnitt 3.4). Einige Grundlagen aus der Verteilungstheorie, die insbesondere
zur Herleitung eines Prognoseintervalls im klassischen linearen Modell benétigt wer-
den, werden kurz in Abschnitt 3.2 eingefiihrt. Zunédchst wird jedoch in Abschnitt 3.1
ein nicht-statistisches Verfahren, die lineare Interpolation, behandelt. Diese Methode
wird spéter benotigt, um die einzelnen Beobachtungsreihen so aufzubereiten, dass die

statistischen Modelle angewendet werden konnen.

3.1 Lineare Interpolation

Die Methode der linearen Interpolation wird in dieser Arbeit verwendet, um das Pro-
blem der ungleichen Messzeitpunkte in den Dialysedaten zu umgehen. Fiir die Aus-
wertung der Daten wird jede Beobachtungsreihe linear interpoliert, um anschlieflend
alle Verldufe an denselben Messzeitpunkten auszuwerten. Durch diese Transforma-
tionen der Original-Zeitreihen erhilt man balancierte Longitudinaldaten mit gleichen
Zeitpunkten. Diese Datenstruktur ldsst sich wesentlich einfacher modellieren. Im Fol-
genden wird das Verfahren allgemein beschrieben.

Ein Interpolationsproblem besteht darin, zu N Datenpunkten (x1,y1),..., (xn,YN) €
R?, x; < ... < xp, eine Funktion f : R — R zu finden, die die Bedingung
f(x;)) =y;Vie{l,..., N} erfiillt. Da unendlich viele Funktionen existieren, die diese
Bedingung erfiillen, wird die funktionale Form von f vorab durch ein parametrisches
Modell festgelegt. Die Parameter konnen dann anhand der Daten eindeutig bestimmt
werden (Werner, 1992, S. 135 ff.).

Bei der linearen Interpolation werden benachbarte Datenpunkte jeweils stiickweise li-
near miteinander verbunden, sodass eine stetige Funktion f entsteht, die auf dem In-
tervall [xq,xy] definiert ist. Die Funktion f kann nun an einer beliebigen Stelle
xo € [x1,xN] ausgewertet werden: Seien dazu x; und x;4q, i € {1,...,N — 1}, die
Stiitzstellen der Datenpunkte, fiir die x; < x¢ < x;41 gelte. Dann ist der Funktionswert
von f an der Stelle xy gegeben durch

yo = f(x0) = M(xo —Xi) + i
Xit1 — Xi

Die Interpolation dient also genau wie die Regression dazu, einen funktionellen Zu-

sammenhang zwischen zwei Variablen herzustellen und neue Werte zu schitzen. Im
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Gegensatz zur Regression werden die Datenpunkte bei der Interpolation aber nicht als
Ergebnis eines Zufallsprozesses angesehen: Alle Datenpunkte miissen auf der interpo-
lierenden Funktion liegen (Werner, 1992, S. 135 ff.).

3.2 Verteilungstheorie

Die Theorie der Regressionsmodelle erfordert den Umgang mit Zufallsvektoren, d.h.
mit multivariaten Datenstrukturen. Die bekannteste multivariate Verteilung, die den
Beobachtungen in Regressionsmodellen unterstellt wird, ist die multivariate Normal-
verteilung. Von dieser Verteilung lassen sich zahlreiche weitere Verteilungen ableiten,
die bei der Konstruktion von Prognoseintervallen eine wichtige Rolle spielen. Im Fol-
genden werden die Grundlagen der in den weiteren Abschnitten benétigten Vertei-
lungstheorie vorgestellt.

3.2.1 Die multivariate Normalverteilung und ihre Folgeverteilungen

Definition 3.1: Multivariate Normalverteilung

Ein (N x 1)-dimensionaler Zufallsvektor Y := (Y3, ..., Yy)’ heiflt nach Seber (2007, S.
435 f.) multivariat normalveteilt, wenn fiir jedes a € RN\ {0} gilt, dass die Zufalls-
variable Z := a'Y univariat normalverteilt ist. Eine multivariate Normalverteilung ist
durch den Erwartungswertvektor # € RN und die positiv definite Kovarianzmatrix
V € RN*N eindeutig definiert. Die Dichte von Y ~ N (u, V) ist gegeben durch

N
ey - yn) = ( \/12_n> delt(V) exp <—%(y —-w'V iy - ﬂ)) :
Satz 3.2: Unabhingigkeit zweier multivariat normalverteilter Zufallsvektoren

Seien Y1 := (Y11,..., Y1) und Yo := (Ypy, ... ,Yzf)’ zwei multivariat normalverteilte
Zufallsvektoren, fiir die auch Y := (¥7’,¥2')’ multivariat normalverteilt ist. Dann gilt:
Y1 und Y; sind genau dann stochastisch unabhangig, wenn Cov(Ys, Y2) = 0 ist. Hierbei
bezeichnet 0 eine (k x f)-Matrix, die nur aus Nullen besteht (Caspary und Wichmann,
1994, S. 182).

Definition 3.3: y2-Verteilung
Sei Y := (Y1,...,YN) ~ N(m, In), wobei Iy die (N x N)-Einheitsmatrix bezeich-
net. Dann ist Y'Y x2-verteilt mit N Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter
0 = p'p. Es gilt die Notation

Y'Y ~ xR
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Falls § = 0 ist, liegt eine zentrale x2-Verteilung mit N Freiheitsgraden vor (Caspary
und Wichmann, 1994, S. 184 £.).

Definition 3.4: t-Verteilung
Seien Z ~ N(0,1) und W ~ x3%; stochastisch unabhéngig. Dann heifit die Verteilung

von
Z

t-Verteilung mit N Freiheitsgraden. Es gilt die Notation T ~ ty (Caspary und Wich-
mann, 1994, S. 186).

T:=

3.2.2 Verteilung quadratischer Formen

Definition 3.5: Quadratische Form
Sei x € RN ein Vektor und A € RN*N eine symmetrische Matrix. Dann heif}t die
Abbildung g(x) := x’ Ax quadratische Form (Caspary und Wichmann, 1994, S. 47).

Definition 3.6: Idempotente Matrix

Eine quadratische Matrix A € RN*N

1992, S. 282).

ist idempotent, falls AA = A gilt (Toutenburg,

Satz 3.7: Rang einer idempotenten Matrix
Fiir eine idempotente Matrix A € RN*N gilt stets rang(A) = spur(A) (Toutenburg,
1992, S. 282).

Satz 3.8: x%-Verteilung einer quadratischen Form

Sei Y := (Y1,...,Yn) ~ N(u,Iy) ein stochastischer Vektor und A € RN*N eine
symmetrische Matrix. Dann gilt: Die quadratische Form Y'AY ist genau dann X%/ 5 mit
Nichtzentralitidtsparameter 6 = ' Ay, wenn A idempotent und rang(A) = r ist (Cas-
pary und Wichmann, 1994, S. 192).
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3.3 Das multiple lineare Regressionsmodell

Lineare Modelle nehmen eine wichtige Stellung in den modernen statistischen Me-
thoden ein. Das multiple lineare Regressionsmodell stellt einen linearen funktionalen
Zusammenhang zwischen einer metrisch skalierten Zielgrofe Y und (k — 1) Einfluss-
groflen Xj,..., Xi_1 her. Die Zielgrofie wird als abhingige Variable und die Einfluss-
grofsen werden als unabhéngige Variablen oder Regressoren bezeichnet (Toutenburg,
1992, S. 21).

Bei longitudinalen Daten dient meist nur die Zeit als Regressor. Auf diese Weise kann
jede Beobachtungsreihe einzeln durch ein lineares Modell modelliert werden. Die Kennt-
nis fritherer Verldufe flief3t hier nicht in die Modellierung mit ein. Eine weitere Anwen-
dungsmoglichkeit des linearen Modells bei longitudinalen Daten besteht darin, den
Wert der abhidngigen Variablen zu einem spaten Beobachtungszeitpunkt in Abhiangig-
keit des Wertes zu einem frithen Beobachtungszeitpunkt zu modellieren. In diesem
Fall wird also nicht die Zeit als Regressor genutzt und die Information aller Verldufe
geht in die Modellierung mit ein.

Die Regressionsanalyse basiert auf N Beobachtungsvektoren, welche von der Form
(Yi xit, - -+, Xik—1))’, i € {1,..., N}, sind. Dabei ist y; die Auspragung der ZielgroBe,
die gemeinsam mit den Auspragungen x;1, Xp, . . ., Xj(x—1) der unabhdngigen Variablen
realisiert wird. Im linearen Regressionsmodell ldsst sich eine Beobachtung der abhén-
gigen Variablen Y approximativ als Linearkombination der beobachteten Werte der
unabhéngigen Variablen beschreiben (Toutenburg, 1992, S. 18 ff.):

Yi= po+Pixin+ ...+ Pr-1%Xix—1) T €i =x/B+e,i=1,...,N.

Hierbei ist B := (Bo, ..., Br_1)’ der (k x 1)-Vektor der unbekannten Regressionskoeffi-
zienten, x; := (1,x;1,...,Xjk_1))’ der (k x 1)-Vektor der Beobachtungen der unabhan-
gigen Variablen und e; eine stochastische Storgrofie mit Erwartungswert 0.

Da es weitere, nicht im Modell befindliche Variablen gibt, die einen Einfluss auf die
Zielgrofie ausiiben, kann der lineare Zusammenhang zwischen der abhidngigen Varia-
blen und den unabhéngigen Variablen nur als approximativ giiltig angesehen werden.
Der Einfluss unbekannter Variablen wird durch die stochastische Storgrofie €; model-
liert. Durch den stochastischen Charakter der Storgrofle wird auch die Beobachtung Y;
zu einer Zufallsvariablen (Urban, 2006, S. 35 ff.).

Die N linearen, stochastischen Gleichungen des multiplen linearen Regressionsmo-
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dells lassen sich kompakt in Matrixform formulieren als

Yl 1 X11 ... xl(k_l) ﬁ() €1
Y 1 x cee Xo(f— €
S e e | L C L R
Yn T vt o0 Xngen Br—1 EN

Hierbei ist Y := (Y3,...,YN)’ der (N x 1)-Vektor der Beobachtungen der abhingi-
gen Variablen, X die (N x k)-Designmatrix mit den Beobachtungen der unabhédngigen
Variablen, B := (Bo, ..., Br_1) der (k x 1)-Vektor der unbekannten Regressionskoeffi-
zienten und € := (e,...,en) der (N x 1)-Vektor der stochastischen Storgrofen.

Je nach dem, welche Annahmen an die Modellkomponenten gestellt werden, unter-
scheidet man das klassische und das verallgemeinerte lineare Regressionsmodell (Tou-
tenburg, 1992, S. 17 ff.). Im Folgenden wird vorrangig das klassische lineare Regressi-
onsmodell betrachtet. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Herleitung von Prognosen
und Prognoseintervallen. Dies setzt jedoch zundchst eine optimale Schdtzung der un-

bekannten Modellparameter voraus.

3.3.1 Das klassische lineare Regressionsmodell

Definition 3.9: Das klassische lineare Regressionsmodell
Sei Y = X + € ein Regressionsmodell. Im klassischen linearen Regressionsmodell
gelten nach Toutenburg (1992, S. 17) folgende Annahmen fiir die Modellkomponenten:

[A1] Die Designmatrix X ist eine nicht-stochastische (N x k)-Matrix mit rang(X) = k.
Die Einstellungen der unabhéngigen Variablen werden also als fest vorgegeben
bzw. kontrolliert angesehen. Die Anzahl der Beobachtungen ist grofier als die
Anzahl unbekannter Parameter im Modell, d.h. es gilt N > k.

[A2] Der Erwartungswert aller Storgrofen ist 0, sodass E(e) = 0 € RN gilt.

[A3] Die Storgrofen sind unabhéngig und identisch verteilt mit Varianz o2 > 0. Somit
gilt Var(e) = 02Iy, wobei Iy die (N x N)-Einheitsmatrix ist.

[A4] Die Storgrofien sind normalverteilt, sodass € ~ N (0, In) gilt.

Viele Ergebnisse lassen sich auch ohne die Verteilungsannahme [A4] herleiten. Zur
Konstruktion von Prognoseintervallen ist diese Annahme jedoch unerlédsslich. Die im
Folgenden hergeleiteten Resultate gelten auch, wenn die Regressoren stochastisch sind.
In diesem Fall wiirde sich nur die Beweisfithrung dndern.
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3.3.1.1 Parameterschitzung

Zu Beginn jeder Regressionsanalyse steht die Schiatzung des unbekannten Koeffizien-
tenvektors B. Eine optimale Schétzfunktion fiir diesen Parametervektor ist gegeben
durch den gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schitzer

BOLS = (B\O" : "B\k—l)/ = (X/X)ilxlyl

wobei OLS fiir ordinary least squares steht. Die Optimalitdat des OLS-Schatzers BOLS be-
zieht sich sowohl auf seine algebraischen als auch auf seine stochastischen Eigenschaf-

ten. Aus algebraischer Sicht ist E die eindeutige Losung des Minimierungsproblems

OLS

Bo, = arggnin(y —XB) (y — XB).

Der Koeffizientenvektor wird demnach so gewihlt, dass die Realisationen der Storgro-
Ben in ihrer Gesamtheit moglichst wenig von 0 abweichen (Toutenburg, 1992,
S. 22 ff.).

Waihrend der algebraische Ansatz B
trachtet, in dem B frei wéahlbar ist, wird der Koeffizientenvektor beim stochastischen

os als Losung eines Minimierungsproblems be-
Optimierungsansatz als fest angesehen. Das Ziel ist nun, die einzelnen Koeffizienten
Bi, i € {0,...,k—1}, durch Schitzfunktionen mit moglichst kleiner Varianz zu schit-

zen. Dazu wird ganz allgemein eine Linearform der Parameter

Y(B) =a'B, a c R,

betrachtet. Im Rahmen der linearen Modelle werden ausschliefslich Schéatzfunktionen
#(B) zugelassen, die linear in den Beobachtungen Y, ..., Yy sowie erwartungstreu
fiir die entsprechende Linearform der Parameter sind. Eine lineare erwartungstreue
Schiatzfunktion ¢ () fiir ¥(B) muss also folgende Bedingungen erfiillen (Toutenburg,
1992, S. 33 ff.):

1L $(B)=cY, cc RN
2. E($(B) = y(B) = a'B

Diejenige Schétzfunktion (), die in der Klasse der linearen erwartungstreuen Schitz-
funktionen fiir ¢(B) die kleinste Varianz hat, wird als beste lineare unverzerrte Schitz-
funktion — kurz BLUE (best linear unbiased estimator) — bezeichnet (Toutenburg, 1992, S.
33 ff.). Der nun folgende Satz von Gaufs-Markov zeigt, dass der OLS-Schétzer Bow eine

wichtige Rolle bei der Konstruktion Varianz-optimaler Schétzer spielt. Der Beweis ist
Caspary und Wichmann (1994, S. 221) entnommen.
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Satz 3.10: Gaufs-Markov-Theorem

Sei Y = X + € ein klassisches lineares Regressionsmodell, in dem die Annahmen
[A1]-[A3] gelten. Sei ¢(B) = a’P eine zu schitzende Linearform der Parameter. Der
beste lineare unverzerrte Schitzer fiir ¢(B) ist gegeben durch

{I;(:B) = a/(X/X)ilxly = a/BOLs :

Beweis:

Zunichst wird gezeigt, dass () = a’'(X’X)"1X'Y ein erwartungstreuer Schitzer fiir
P(B) = d'Bist:
E (a’(X’X)—lx’y> —E (a’(x’X)—lx’(Xﬁ + e))
—E (u’(X’X)—lx’X/z n a’(X’X)—lx’e)
=a' (X'X)"'X'XB+ a'(X'X) ' X'E(e)

=a'B (nach[A2])

Sei nun ¢(B) = 'Y der beste lineare unverzerrte Schitzer fiir ¢(8) = a’B. Da ¢(B)
erwartungstreu fiir () ist, muss gelten:

E(c'Y) =E ('(XB+e€)) [42] cXB=adp

Aus dieser Gleichung folgt, dass ¢’X = a’ sein muss. Die Varianz von () lasst sich

nun folgendermafien umschreiben:
Var(c'Y) = Var ((c’y - a’(X’X)—lx’y> + u’(X’X)_lX’Y>
— Var (c’y - a’(X’X)—lx’y) + Var (a’(X’X)—lx’Y)
+2Cov <c’y —d(X'X) XY, a’(X’X)*lx’y>
Fiir den Kovarianzterm in der letzten Gleichung gilt:

Cov (v - a'(X'X) "XV, a'(X'X)'X'Y )

= Cov (( (X’X) 1x’> Y, a’(X’X)*lx’Y)

= (c’ - X’) ar( 'X) 1a

- (c’ 1X’) ar(XB+ €)X (X'X)"!

- (c’ 1X’> Var(e)X (X'X) !

—0 (c —d(X'X)" 1X’> X(X'X) 'a (nach [A3])
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= (X -d)(X'X) la
= 0%(a' —a')(X’X)'a (nach Voraussetzung)

=0
Somit reduziert sich die Varianz von ¢(8) = 'Y zu:
Var(c'Y) = Var <c’y - a’(X’X)*lx’y) + Var (a’(X’X)*lx’y)
Da ¢(B) minimale Varianz hat, muss gelten, dass
Var (C'Y — a’(X'X)_lX’Y> =0

ist. Daraus folgt, dass ¢/ = a’(X’'X) !X’ sein muss. Damit ist () = a'(X'X) 1 X'Y =
a’ BOLS der beste lineare unverzerrte Schétzer fiir () = a’B. m|

Im vektorwertigen Sinn ist somit der OLS-Schétzer BOLS der beste lineare unverzerrte
Schitzer fiir B. Im folgenden Satz werden die Verteilung und die Konsistenz des OLS-
Schitzers hergeleitet.

Satz 3.11: Verteilung und asymptotische Eigenschaften von BOLS
Sei Bow := (X'X)~1X'Y der OLS-Schitzer eines klassischen linearen Regressionsmo-
dells Y = XB + €, in dem die Annahmen [A1]-[A4] gelten. Dann gilt nach Seber und
Lee (2003, S. 42) fiir die Verteilung von [AEOLS:

Bows ~ N(B,*(X'X) ™)

Falls der Grenzwert M := limy_,e, (N(X'X)~1) existiert und positiv definit ist, ist B
nach Greene (2008, S. 64 f.) ein konsistenter Schétzer fiir B, d.h. es gilt

plim(BOLS) =p.

N—oo

Beweis:

Fiir den Erwartungswert und die Varianz von E gilt:

OLS

E(B,.) = E (XX)7'X'Y) = E (X'X)"'X'(XB +e))
— (X'X)IX'XB + (X'X) ' XE(e) 2 g
Var(B,,,) = Var ((X’X)*X’Y) = (X'X) ' X'Var(Y)X(X'X) !

[g’} UZ(X/X)_lx,X(X,X)_l — UZ(X/X)_l
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Fiir den Beweis der Konsistenz wird auf Greene (2008, S. 64) verwiesen. O

Da B_, . der BLUE fiir § ist, ist Y := X8
den Zufallsvektor Y. Anhand der Prognose konnen auch die unbeobachtbaren Rea-

die beste lineare unverzerrte Prognose fiir

OLS OLS

lisationen der Stérgréfen vorhergesagt werden. Der Vektor € := Y — Y enthilt die
Residuen, d.h. die geschitzten Realisationen der Storgrofien. Der Residuenvektor €
ist eine Projektion des Beobachtungsvektors Y in das orthogonale Komplement des
Spaltenraumes der Designmatrix X, was aus der folgenden Umformung hervorgeht
(Toutenburg, 1992, S. 42):

E=Y-Y=Y-XB,.=Y-XXX) XY= (In - X(X'X)"IX)Y

Die Matrix Pgx) := X(X'X) !X’ ist ein orthogonaler Projektor in den Spaltenraum
von X und besitzt die im folgenden Satz zusammengefassten Eigenschaften.

Satz 3.12: Eigenschaften des Projektors Pg x)
Sei X eine (N x k)-Matrix mit rang(X) = k. Fiir die Matrix Pgx) := X(X'X)" !X’
gelten nach Seber und Lee (2003, S. 40) folgende Eigenschaften:

1. Pg(x)und (In — Pg(x)) sind symmetrisch und idempotent.

2. rang(In — Pg(x)) = spur(Iy — Ps(x)) = N — k.

3. Py X =X
Beweis:
1. Symmetrie und Idempotenz

Pyx) = (X(X'X)7'X') = X(X'X)"'X' = Pg(x)
(In = Ps(x))" = IN' = Pgx) = In = Ps(x)
Pgx)Psix) = X(X'X) ' X'X(X'X) 7' X' = X(X'X)7'X' = Py
(IN — Ps(x))(IN — Pg(x)) = IN — 2Pg(x) + Pg(x)Ps(x) = IN — Pg(x)

2. Da Pg(x) idempotent ist, gilt nach Satz 3.7 fiir den Rang dieser Matrix:

rang(In — Pg(x)) = spur(In — Pg(x)) = spur(In) — spur(Pgx))
= N —spur(X(X’X)'X') = N — spur(X’X(X'X)™!)
=N —spur(ly) =N —k

3. Pgx)X = X(X'X) ' X'X =X O
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Die Residuen bieten sich als Grundlage fiir eine Schatzung der Stérgréfien-Varianz o>

natiirlichwerweise an. Im Folgenden wird ein optimaler Schitzer fiir o> vorgestellt.

Satz 3.13: Schitzer fiir o
Sei Y = X + € ein klassisches lineares Modell, in dem die Annahmen [A1]-[A3] erfiillt

sind. Dann ist R R
A~
6-2 e (Y _ XﬁoLs)/(Y - XﬁOLS) _ €€
N —k N —k

ein erwartungstreuer Schétzer der Storgrofien-Varianz o? (Caspary und Wichmann,
2004, S. 248 ff.). Unter Hinzunahme der Normalverteilungsannahme [A4] gilt fiir die

Verteilung von G2:

~2 0'2

7 RNk
Falls der Grenzwert M := limy_,. (N(X'X)™1) existiert und positiv definit ist, ist 0>
nach Greene (2008, S. 67 ff.) auch ein konsistenter Schitzer fiir 0%, d.h. es gilt

plim(6?) = o .

N—o0

Beweis:

Fiir den Beweis der Erwartungstreue und der Konsistenz von 2 wird auf Caspary und
Wichmann (2004, S. 248 ff.) sowie Greene (2008, S. 67 ff.) verwiesen. An dieser Stelle
wird lediglich die Verteilung von 0?2 hergeleitet:

Sei Z := (071Y). Dann gilt Z ~ N'(c7'XB, In), weil E(Z) = ¢~ 'E(Y) = ¢~ 1XB und
Var(Z) = c~%?Var(Y) = 0 2¢%Iy = Iy ist. Die Residuenquadratsumme kann nun

unter Ausnutzung des Resultats von Satz 3.12 (1) wie folgt umgeschrieben werden:
€e =Y'(In — Ps(x))'(In — Ps(x))Y = Y'(In — Pg(x))Y = 0°Z/(Ix — Ps(x))Z

Da die Kovarianzmatrix von Z die Einheitsmatrix ist und weil (I — P S( x)) eine idem-
potente, symmetrische Matrix mit Rang (N — k) ist, gilt nach Satz 3.8, dass
€'e ~ o?2x%_, s verteilt ist mit Nichtzentralititsparameter

5= (' XB) (In — Psx)) (0 ' xB) "2 o 2@'X'XB — o 2B'X'XB = 0.

PPN )
2 _ € € (%

Fiir die Verteilung von 72 gilt also: ¢ Nk~ N_k X3k -
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3.3.1.2 Punkt- und Intervallprognosen fiir zukiinftige Beobachtun-

gen

Eine zentrale Funktion linearer Modelle besteht in der Prognose einer zukiinftigen
Beobachtung Yy = xo'B + €. Hierbei ist xo := (1,x01,...,%ok-1))" der Vektor, der
die Einstellungen der unabhingigen Variablen enthilt. Da B, der BLUE fiir f ist, ist
Yo := x¢/ ,IA%OLS die beste lineare unverzerrte Prognose fiir die Beobachtung Yy (Seber und
Lee, 2003, S. 131 ff.) .

Neben der Punktprognose kann die Information des bereits beobachteten Zufallsvek-
tors Y auch zur Konstruktion von Intervallprognosen verwendet werden. Fiir eine
Intervallprognose werden die Ergebnisse einer friitheren Stichprobe genutzt, um eine
neue Beobachtung mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit zu tiberdecken. Im folgenden
Satz wird ein (1 — a)-Prognoseintervall fiir die Beobachtung Y im klassischen linearen
Modell hergeleitet. Zunichst wird das Prognoseintervall jedoch formal definiert.

Definition 3.14: Prognoseintervall im klassischen linearen Modell
Sei Y = XB + € ein klassisches lineares Regressionsmodell und sei Yy = xo'B + €
eine neue, noch unbekannte Beobachtung. Ein Intervall PZ(Y) := [u,0] (1,0 € R mit
u < 0), welches die neue Beobachtung Y mit Wahrscheinlichkeit (1 — &) tiberdeckt,
wird als Prognoseintervall bezeichnet. Ein Prognoseintervall PL(Y) hiangt stets von
dem bereits beobachteten Zufallsvektor Y = (Y3,...,Yy)’ ab. Es gilt

Pior) (Yo € PI(Y)) =1—a ¥ B RE, ¥o? € R.

Ein Prognoseintervall unterscheidet sich wesentlich von einem Konfidenzintervall, wel-
ches Linearkombinationen der festen Parameter mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit
tiberdeckt. Prognoseintervalle sind stets breiter als Konfidenzintervalle, da es im Ver-
gleich zum Konfidenzintervall eine zusatzliche Varianzquelle gibt: Zundchst miissen
— wie beim Konfidenzintervall auch — die unbekannten Parameter auf Basis der alten
Stichprobe geschitzt werden. Bei einem Prognoseintervall kommt jedoch noch die Va-
rianz der neuen Beobachtung hinzu. Da nur die Varianz der Parameterschétzer durch
den Stichprobenumfang kontrolliert werden kann, konvergiert ein Progoseintervall im
Gegensatz zu einem Konfidenzintervall fiir N — oo immer gegen ein Intervall und

nicht gegen einen festen Wert (Patel, 1989).
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Satz 3.15: Konstruktion eines Prognoseintervalls fiir eine zukiinftige Beobachtung

Sei Y = X B + € ein klassisches lineares Regressionsmodell, fiir welches die Annahmen
[A1]-[A4] erfiillt sind. Sei Yy = x¢’B + €9 eine neue Beobachtung, fiir die ey ~ N (0, 0?)
gilt. Ferner seien €y, €1, . . ., €N stochastisch unabhidngig. Dann gilt nach Seber und Lee

(2003, S. 131 £.): R
Yo — Yo
— ~ IN_k
Op

wobei die geschitzte Prognosevarianz gegeben ist durch 0, := 0 (1 4 xo/ (X'X) 1xp).
Somit lautet das exakte (1 — a)-Prognoseintervall fiir Yp:

PI(Y) = [170 —tNk1-as2\/Op, Yo+ EN_K1_as2 \/27;7}

Hierbei bezeichnet ty_f1_,/2 das (1 — «/2)-Quantil der ¢y _j-Verteilung.

Beweis:

Zunichst wird die Verteilung des Prognosefehlers (Yy — Y) betrachtet:

Es gilt (Yo — Yo) ~ N (0,,), wobei v, := 0% (1 + x/(X'X) 'x9) die Varianz des Prog-
nosefehlers ist:

E(Yo — Yo) = E(x0'Byys — x0'B — €0) = x0'E(B,,,) — x0'B — E(eo)
= xolﬁ — XQlﬁ =0

Da nach Voraussetzung €y, €1, . . ., €n stochastisch unabhédngig sind, ist die Punktprog-
nose Yy stochastisch unabhiéngig von der neuen Beobachtung Y;. Die Varianz des Prog-
nosefehlers ist daher gerade die Summe der beiden Komponenten:

€9,€1,...,€N unabhg.

Var (Y — Yo) = Var(xo'B,.. — x0'B — €0) Var(xo'B,,.) + Var(ep)
FE 2! (X'X) g + 0% = 0 (14 2/ (X'X) o)

Nun wird der durch die geschétzte Prognosevarianz standardisierte Prognosefehler in

Komponenten zerlegt, deren Verteilungen bekannt sind. Es werden die beiden Zufalls-

Yo — Yo N —k

variablen Z := und W := 5
o

= 0?2 definiert. Dann gilt:
p

_?O_YO

z
JEw Vo

Hinsichtlich der Verteilung von Z und W gilt: Z ~ N(0,1) und W ~ x%,_,, da

.E(Z):mzo

Vo
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. War(f/g — Yo)
= —z)p

e Var(2) =1
e Aus Satz 3.13 folgt fiir die Verteilung von W:
N—k, N—k ot

W= o2 2 N _kAN-k = X%\I—k

Zuletzt muss noch gezeigt werden, dass Z und W stochastisch unabhéngig sind:

2

Yp ist stochastisch unabhdngig von 7“, da Yy stochastisch unabhdngig von

Y = (Y1,...,Yy) ist. Auch Yy = x¢'B,,, ist stochastisch unabhingig von 2, da die
Linearformen BOLS und € = (In — Pg(x))Y stochastisch unabhéngig sind. Aufgrund
der Normalverteilungsannahme geniigt es nach Satz 3.2 zu zeigen, dass B, und €
unkorreliert sind:

Cov (BOLS, a) — Cov ((X’X)—lx’y, (In — PS(X))Y)
= (X'X)7'X'Var(Y)(In — Pyx))
= 0*(X'X)"'X'(In — Ps(x)) (nach[A3])
= 2(X'X)7IX - A2A(X'X)TIX'X (X' X)X
=0
Da der Prognosefehler (Y — Yo) und der Varianzschitzer &2 stochastisch unabhingig

sind, sind auch die Zufallsvariablen Z und W stochastisch unabhéngig. Nach der De-
finition der t-Verteilung (3.4) gilt demnach:

Das (1 — «)-Prognoseintervall fiir Y ergibt sich dann aus der folgenden Umformung;:

Yo— Yo
P(ﬁ[g—Z) <tN—k,oc/2 S \/6— S tN—k,l—tx/Z) =1—u
p

< P(.B/‘Tz) <?0 —INk1-a/2/ Up < Yo < Yo+ EN—k1—a/2 1/ 5;?) =1—-u
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3.3.2 Das verallgemeinerte lineare Regressionsmodell

Der Unterschied zwischen dem klassischen und dem verallgemeinerten linearen Re-
gressionsmodell (GLM) besteht ausschliefdlich in der Annahme [A3], welche die Kova-
rianzstruktur der Storgrofien betrifft. Im verallgemeinerten linearen Regressionsmo-
dell wird die restriktive Annahme [A3] dahin gehend abgeschwicht, dass die Kovari-
anzmatrix der Storgrofien lediglich positiv definit sein muss. Die modifizierte Annah-
me lautet (Toutenburg, 1992, S. 18 ff.):

[A3*] Die Kovarianzmatrix der Storgrofien lautet Var(e) = 02Q. Dabei ist > > 0 und
Q € RN*N eine positiv definite Matrix.

Diese abgeschwédchte Annahme ldsst also sowohl stochastische Abhdngigkeit zwischen
den Storgrofien (Autokorrelation) als auch unterschiedliche Varianzen der Storgrofien
(Heteroskedastizitat) zu (Toutenburg, 1992, S. 18 ff.). Im folgenden Satz wird der beste
lineare erwartungstreue Schétzer fiir den Koeffizientenvektor g im verallgemeinerten
linearen Regressionsmodell angegeben. Dieser wird spéter zur optimalen Parameter-

schiatzung im Regressionsmodell mit zufélligen Effekten (Abschnitt 3.4) benétigt.

Satz 3.16: Beste lineare unverzerrte Parameterschitzung im GLM
Sei Y = X + € ein verallgemeinertes lineares Regressionsmodell, fiir das die Annah-
men [A1], [A2] und [A3*] gelten. Dann ist der beste lineare unverzerrte Schitzer fiir g
nach Toutenburg (1992, S. 103) gegeben durch den Aitken-Schitzer

B = (X0 X)X’ Y.

Die Kurzform GLS steht hierbei fiir generalized least squares.

Der Parametervektor kann im GLM also nur dann optimal geschitzt werden, wenn
die Kovarianzstruktur der Storgrofien (d.h. wenn ) bekannt ist.
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3.4 Das Regressionsmodell mit zufilligen Effekten (RCR-
Modell)

Im Gegensatz zum klassischen linearen Regressionsmodell ermoglicht das Regressi-
onsmodell mit zufélligen Effekten, alle Beobachtungsreihen gleichzeitig zu modellie-
ren. Auf diese Weise konnen Prognosen fiir einen neuen Verlauf erstellt werden, die
auch die Informationen bereits vergangener Verldufe beriicksichtigen. Im Folgenden
wird dieses Regressionsmodell zunéchst allgemein vorgestellt, um spéter verschiede-
ne Prognoseszenarien zu betrachten.

Bei longitudinalen Daten konnen die einzelnen Verldufe hdufig gut durch ein Polynom
der Zeit beschrieben werden. Der funktionale Zusammenhang zwischen der Zeit und

der abhangigen Variablen von Verlauf i ist dann gegeben durch

Yij = Boi + Brix1ij + Paixzij + - .- + B—1)iX(k-1)ij T €j, € {1,..., Ni},

wobei der verlaufsspezifische Parametervektor durch B; := (Boi,--.,Bx-1)i)" gege-

ben ist, x;;j := (1, X1ijs -+ s x(k,l)i]-)’ den Vektor der zeitlichen Polynomialterme darstellt
2
l]’ '
0 ist (Swamy, 1971, S. 1 ff.). In Matrixform kann das Modell fiir alle Verldufe wie folgt
dargestellt werden:

(z.B. x1;; = tjj, x05j = t,...) und €;; eine stochastische Storgrofie mit Erwartungswert

Yi:Xiﬁi—l-ei,i:l...,I.

Hierbei ist ¥; := (Yjy, ..., Yin;)' der Beobachtungsvektor der abhingigen Variablen von
Verlauf i, X;j := (xi1,...,xin;)" die (N; X k)-Designmatrix der unabhingigen Variablen
und €; := (€j1,...,€in;) der stochastische Storvektor mit Erwartungswert 0. Im Rah-
men dieser Bachelorarbeit werden balancierte Daten mit gleichen Zeitpunkten ana-
lysiert. Die Designmatrizen der einzelnen Verldufe sind also identisch. Im Folgenden
wird die Designmatrix daher unabhéngig vom Verlauf mit X bezeichnet.

Ein Analyseansatz bestiinde darin, fiir jeden Verlauf ein individuelles klassisches li-
neares Regressionsmodell anzupassen. Das Ziel der longitudinalen Datenanalyse ist
jedoch, die Verldaufe aller experimentellen Einheiten durch ein einziges Modell zu er-
fassen. Die verschiedenen Beobachtungsreihen konnten nur dann durch ein einheitli-
ches klassisches Regressionsmodell modelliert werden, wenn sich alle Verldufe tiber
die Zeit hinweg gleich entwickeln wiirden, d.h. wenn sich Verlauf i wie Verlauf j ver-
hilt. Dies ist jedoch nicht der Fall: Das Problem besteht namlich darin, dass die Koeffi-
zientenvektoren B;, i € {1...,1}, verlaufsspezifisch sind. Das heif3t, dass jeder Verlauf
seinen eigenen Achsenabschnitt, seine eigene Steigung usw. aufweist. Die Variabilitdt
der Koeffizientenvektoren ist darauf zurtickzufiihren, dass nur die Zeit als unabhéngi-

ge Variable zur Verfiigung steht und wichtige (unbekannte) Variablen, die den Verlauf
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einer Einheit ndher spezifizieren konnten, im Modell fehlen (Swamy, 1971, S. 2).

Um die interindividuelle Parametervariation mit zu modellieren, werden die Koeffizi-
entenvektoren B, ..., B; als unabhéngige Realisationen einer gemeinsamen multiva-
riaten Verteilung, d.h. als zufillig, angesehen (Gumpertz und Pantula, 1989). In Matrix-
form lésst sich das Regressionsmodell mit zufélligen Effekten fiir den Fall balancierter
Daten mit gleichen Zeitpunkten formulieren als

Yi:Xﬁi—l—ei, i=1,...,L

In der Literatur ist das Regressionsmodell mit zufilligen Effekten unter dem Begriff
RCR-Modell (random coefficient regression model) verbreitet. Das hier vorgestellte RCR-
Modell ist das einfachste seiner Art, da fiir alle Verldufe dieselben Beobachtungszeit-
punkte gelten. Es wurde von Rao bereits 1965 aufgestellt (Rao, 1965). Die von Rao
entwickelte Schétz- und Testtheorie fiir dieses Modell wurde von Swamy 1971 auf den
Fall balancierter Daten mit verschiedenen Beobachtungszeitpunkten und letztendlich
von Carter, Yang und Johansen in den 1980er Jahren auf den Fall unbalancierter Daten
erweitert (Swamy, 1971; Carter und Yang, 1986; Johansen, 1982). Im Folgenden wird
das RCR-Modell fiir balancierte, longitudinale Daten mit gleichen Zeitpunkten formal
definiert.

Definition 3.17: Das Regressionsmodell mit zufilligen Effekten

Ein RCR-Modell fiir balancierte Longitudinaldaten mit gleichen Zeitpunkten besteht
aus I separaten Regressionsgleichungen der Form Y; = XB; +¢€;, i € {1,...,I}. Dabei
werden folgende Annahmen fiir die Modellkomponenten gemacht (Swamy, 1971, S. 98
ff.):

[R1] X ist eine nicht-stochastische (N X k)-Designmatrix, welche die Einstellungen
der unabhéngigen Variablen (Polynomterme der Zeitpunkte) enthilt. Die Anzahl
der Messzeitpunkte ist grofier als die Anzahl der zu schdtzenden Parameter, d.h.
es gilt N > k. Zudem hat X vollen Rang, d.h. es gilt rang(X) = k.

[R2] Die stochastischen Koeffizientenvektoren B;, i € {1,...,1}, sind unabhingig
und identisch verteilt mit Erwartungswert b € RF und regulirer Kovarianz-
matrix £ € R¥*K, Der stochastische Charakter der Koeffizientenvektoren kann
anders ausgedriickt werden als B; = b + 6;, wobei &; := (dg;, .-, d—1);) ein
Zufallsvektor mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix X ist. Die Parameter
inb := (by,..., kr_1) werden als ,feste (nicht-stochastische) Effekte” bezeich-
net. Der Vektor b ist der ,mittlere” Parametervektor der Gesamtpopulation. Die
Realisationen von §; werden als ,zufillige Effekte” bezeichnet. Somit ist jeder
Koeffizientenvektor B; als Summe von globalen, festen und verlaufsspezifischen,
zufélligen Effekten zu interpretieren.
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[R3] Die stochastischen (N x 1)-Storvektoren €;, i € {1,...,1}, sind unabhingig und
identisch verteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix %Iy, wobei ¢ > 0
ist und Iy die (N x N)-Einheitsmatrix bezeichnet.

[R4] Die Zufallsvektoren B; und €; sind stochastisch unabhéngig fiiralle i, j € {1,...,1},
d.h. B1,...,B1,€1,. .., €1 sind stochastisch unabhingig.

[R5] Sowohl die Koeffizientenvektoren B;, i € {1,...,I}, als auch die Storvektoren
€i, i € {1,...,1}, sind multivariat normalverteilt. Damit gilt §; ~ N (b,Z) und
ei ~ N(0,0%Iy) firallei € {1,...,1}.

Die Normalverteilungsannahme [R5] ist fiir die Herleitung optimaler Parameterschét-
zer nicht notwendig. Sie wird jedoch fiir die spatere Konstruktion von Prognoseinter-
vallen benotigt. Der zentrale Unterschied zum klassischen linearen Regressionsmodell
besteht also darin, dass im RCR-Modell die Koeffizienten zuféllig sind. Der stochasti-
sche Charakter der Koeffizienten ist darauf zuriickzufiihren, dass die experimentellen
Einheiten des Datensatzes als Zufallsstichprobe aus eine grofien Population betrach-
tet werden, in der jede Einheit (d.h. jeder Verlauf) seinen eigenen Koeffizientenvektor
besitzt. Fiir eine gegebene Einheit aus dieser Population (z.B. fiir einen bestimmten
Dialysetag) ist der Parametervektor B; dann aber fiir alle sukzessiven Beobachtungen
dieser Einheit gleich (Bondeson, 1990).

Im RCR-Modell gibt es zwei Quellen der Varianz: Zum einen wird die interindivi-
duelle Heterogenitit der Verlaufe durch die zufilligen Koeffizienten modelliert. Zum
anderen werden die intraindividuellen Messfehler durch die stochastischen Storgro-
en beriicksichtigt. Diese beiden Variabilititskomponenten erlauben es, die gesamten
I Verldufe durch ein gemeinsames Regressionsmodell zu beschreiben (Verbeke und
Molenberghs, 2000, S. 2).

Satz 3.18: Verteilung der verlaufsspezifischen Beobachtungsvektoren Ys,..., Y

Sei Y; = XBi+e€i, i € {1,...,1}, ein RCR-Modell, fiir das die Annahmen [R1]-[R5]
gelten. Aus den Annahmen des RCR-Modells folgt, dass die Beobachtungsvektoren
Y1, ..., Y1 unabhidngig und identisch normalverteilt sind mit Erwartungswert Xb und
Kovarianzmatrix (XXX’ + 02Iy), d.h.

U.1.v

Yq, ..., Y1 "X N(Xb, XX + 0?Iy).

Beweis:
Aus Annahme [R4] folgt, dass Y3, . . ., Y stochastisch unabhéngig sind. Fiir den Erwar-
tungswert von Y; gilt:

E(Y;) = E(XBi + &) = XE(B:) + E(e:) 2 xp
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Fiir die Varianz von Y; gilt:

R2],[R3]

(4] XVar(B;) X' + Var(e;) R2LRS] oy x +7*Iy O

Var(Y;) = Var(XB; + €;)

Somit sind alle Verldufe unabhédngige Realisationen derselben multivariaten Normal-
verteilung. Wihrend die Beobachtungen zweier verschiedener Verldufe stochastisch
unabhédngig voneinander sind, sind die Beobachtungen Yjy, ..., Y;y eines Verlaufs —in
der Regel positiv — korreliert (Frees, 2006, S. 7). Bedingt man die Verteilung von Y;
allerdings auf eine feste Realisation von B;, so ergibt sich ein klassisches lineares Re-
gressionsmodell ¥; = XpB; + €;, in dem (Y;|B;) ~ N (XB;, o*Iy) gilt (Weiss, 2005, S.
304 ff.). Die unbedingte Verteilung von Y; wird auch als Marginalverteilung bezeich-
net (Laird und Ware, 1982).

Wie aus den Erldauterungen zu Annahme [R2] hervorgeht, ldsst sich jeder Koeffizien-
tenvektor B; als Summe der festen Effekte b und der zufilligen Effekte §; darstellen.
Die I Regressionsgleichungen konnen daher folgendermafien umgeformt werden (Poi,
2003):

YiIX,Bi-I-Gi, i=1,...,1
s Y, =X0b+6)+e,i=1,...,1
< Y, =Xb+X6i+e,i=1,...,1

Das RCR-Modell ist ein Spezialfall eines linearen gemischten Modells. Diese breite
Klasse von Regressionsmodellen umfasst alle Regressionsmodelle, die sowohl feste als
auch zufillige Effekte enthalten. Wahrend im RCR-Modell alle Koeffizienten als zufal-
lig angesehen werden, kann in linearen gemischten Modellen auch nur eine Teilmenge

der k Koeffizienten als stochastisch spezifiziert werden (Frees, 2006, S. 86 ff.).

3.4.1 Parameterschitzung im RCR-Modell

In diesem Abschnitt werden Schétzer fiir die unbekannten, festen Parameter des RCR-
Modells hergeleitet. Dabei handelt es sich um die k festen Effekte des Parametervektors
b, um die @ Komponenten der Kovarianzmatrix X sowie um die intraindividuel-
le Varianz . Die Anzahl unbekannter Parameter ist somit grofer als im klassischen
linearen Regressionsmodell. Es werden auch asymptotische Verteilungseigenschaften
der Schétzer betrachtet, da diese fiir die Herleitung approximativer Prognoseintervalle

notig sind.
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3.4.1.1 Schitzung der festen Effekte

Fiir die Herleitung des besten linearen unverzerrten Schétzers des Parametervektors b
werden die I Regressionsgleichungen Y; = XB; +€;, i € {1,...,I}, zundchst getrennt
betrachtet. Sei dazu BLOLS = (X'X)~1X'Y; der OLS-Schitzer des verlaufsspezifischen
Parametervektors B;. Dessen Verteilung wird basierend auf Gumpertz und Pantula
(1989) im nédchsten Satz hergeleitet.

Satz 3.19: Verteilung des OLS-Schitzers Ei,OLs im RCR-Modell

SeiY; = XBi+e€i,i€{1,...,1},ein RCR-Modell, fiir welches die Annahmen [R1]-[R5]
gelten. Dann sind die verlaufsspezifischen OLS-Schitzer Bl,ow P Iois Unabhéngig
und identisch normalverteilt mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix
(Z+c?(X'X)"1), dh

7 2 ... _
IBI,OLS’ cee ':BI,OLS ~ N(bf):‘ + 0'2(X/X) 1)

Die Varianz von B, | . ist also die Summe aus der unkontrollierbaren Populationsvari-

1,0LS
anz T und der kontrollierbaren Designvarianz o?(X'X) .

Beweis:

Die stochastische Unabhingigkeit von BLOLS, ey B I os folgt direkt aus der Unabhdn-
gigkeit von Y3, ..., Y1 (siehe Satz 3.18). Fiir den Erwartungswert und fiir die Varianz
von Bi,OLS, ied{l,... I}, gilt

E(Bo) = E ((X'X)7'X'Y) = E ((X'X)7'X/(XBi + <)
= (X'X)IX'XE(Bi) + (X'X) T IXE(er) b
Var(B,,,..) = Var (X'X)7'X'¥;) = (X'X)"'X'Var(¥;) X (X'X) ™"
= (X'X)IX/(XZX' + 0% In)X(X'X)"!  (nach Satz 3.18)
= (X'X)IX'XEX'X(X'X) L+ 2(X'X)TIX'X(X'X) 7!
=L+ (X'X)"!

O

Der einfachste denkbare Schitzer fiir den Parametervektor b ist das arithmetische Mit-

tel der verlaufsspezifischen OLS-Schitzer Ei i € {1,...,I}. Im néchsten Satz wird

,OLS”
gezeigt, dass dieser Schitzer auch tatsachlich der beste lineare erwartungstreue Schét-
zer fiir b ist. Fiir den Beweis wird eine spezielle Matrixumformung benotigt, welche

im folgenden Lemma vorgestellt wird.
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Lemma 3.20: Inverse von (XZX' + ¢?Iy)

Sei 02 > 0, Iy die (N x N)-Einheitsmatrix, £ € RF¥** nichtsingular und X eine (N x k)-
Matrix, N > k, mit rang(X) = k. Dann ist die Inverse von (XXX’ + ¢?Iy) nach Swamy
(1971, S. 101) gegeben durch

-1
o2y — o 2X(X'X) 71X+ X(X'X) ] (z n UZ(X’X)_1> (X'X)"1x’ .

Beweis:
Durch die Linksmultiplikation mit (XXX’ + 0?Iy) ergibt sich die (N x N)-Einheitsmatrix:

(xzX'+ ?Iy) (a—le — e 2X(X'X) X+ X(X'X) T (242 (XX) ) - (X’X)—lx’)

= 0 2XZX — e 2XEIX'X(X'X) 71X + XEX'X(X'X) ! (2 + UZ(X’X)’1> - (X'X)"'x’
+ Iy — X(X'X) 71X+ o?2X(X'X) ] (): n UZ(X’X)”) T xx) X!

— 0 2XZX' — 0 2XEX' + XI (): n az(X’X)_l) T x'x)x!
Iy — X(X'X) X 4+ 02X (X'X) ! (z n (TZ(X/X)_1> X)X

— Iy — X(X'X)71X' + (XZ + (TZX(X’X)_1> (z + Uz(X’X)_1> X)X

= Iy — X(X'X)"1X' + X (z + UZ(X’X)_l) (): + aZ(X’X)—l) T xx) X!

= Iy - X(X'X) X' + X(X'X)"1X’

= 1IN O

Satz 3.21: Bester linearer erwartungstreuer Schitzer der festen Effekte
Sei V; = XBi+e€i, i € {1,...,1}, ein RCR-Modell, fiir das die Annahmen [R1]-[R4]
gelten. Dann ist

—~
beis =

~ =

I
Z :Bi,OLs
i=1

der beste lineare unverzerrte Schitzer fiir den Parametervektor b (Swamy, 1971, S. 99
ff.). Unter Hinzunahme der Normalverteilungsannahme [R5] gilt fiir die Verteilung
dieses Schatzers (Swamy, 1971, S. 18 ff.):

bos ~ N (b,% (2 + (72(X’X)1>) .

Beweis:
Zunidchst wird das Modell zu einer kompakteren Form umformuliert. Anstatt die I

Regressionsgleichungen isoliert zu betrachten, konnen die Gleichungen aller Einhei-
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ten zu einer gepoolten Regressionsgleichung zusammengefasst werden:

SeiY := (Yd,..., Y1) der (NI x 1)-Vektor, der die Beobachtungen aller Verldufe ent-
hilt. Sei X = [X/,...,X’]' die (NI x k)-Matrix, die aus I untereinander gesetzten
Designmatrizen X besteht. Desweiteren sei D(X) = It ® X die (NI x Ik)-Matrix, auf
deren I diagonalen (N x k)-Blocken die Designmatrix X und auf deren sonstigen Blok-
ken eine Null-Matrix steht. Aufierdem werden die zufilligen Effekte aller Verldufe in
dem (Ik x 1)-Vektor § := (1/,...,61)" und die Stoérvektoren aller Individuen in dem
(NI x 1)-Vektor € := (e1/,...,€er')’ zusammengefasst. Mit dieser Notation lassen sich
die I Verldufe durch die folgende Gleichung zusammenfassen (Swamy, 1971, S. 99 ff.):

Yl X bo X 0 ... 0 51 €1
Y, X by 0 X ... 0 0> €7
= ) nal . S e
Y; X br_1 0 0 ... X o1 €1

& Y=Xb+D(X)d+e

Aus Annahme [R4] folgt, dass § und e stochastisch unabhéngig sind. Aus den Annah-
men [R2], [R3] und [R5] folgt mit Satz 3.18: § ~ N (0,I; ® ) und € ~ N(0,0%In)
(Swamy, 1971, S. 99 ff.).

Sei nun u := D(X)J + €. Fiir den Erwartungswert des stochastischen Vektors u gilt:

E(u) = E (D(X)d +¢€) = D(X)E(J) + E(e) = 0

Da der Erwartungswert des Vektors u gerade 0 ist, kann u als Storvektor des verallge-

meinerten linearen Regressionsmodells
Y=Xb+u

aufgefasst werden. Die Kovarianzmatrix H := Var(u) ist gegeben durch:

Var (D(X)d +¢€) e (D(X)d) + Var (e)

= D(X)Var (6) D(X)' + Var ()
= (@ X)(I; Z)(I; @ X)' + 2Ing

X 0 ... 0 2 0 ... 0 X 0 ... 0 In 0 ... O

0 X ... 0 0o X ... 0 0 X ... 0 | 0 IN ... O
=1 . . . . Co . oo

0 0 X 0 0 X 0 0 X 0 0 In

Seite 28



Kapitel 3 Statistische Methoden

(XZX' + 0?Iy) 0 0
0 (XX +%In) ... 0
0 0 o (XZX' 4 0?1y)

= I; ® (XEX' +0?Iy)

Daraus ergibt sich, dass das RCR-Modell letztlich ein verallgemeinertes lineares Mo-
dell mit spezieller Kovarianzstruktur ist. Mithilfe des Aitken-Schétzers aus Satz 3.16
kann nun der beste lineare unverzerrte Schitzer fiir b hergeleitet werden. Der folgen-
de Beweis stammt in modifizierter Form aus einem Artikel von Kadiyala und Ober-
helman (1982). Bei der mit (*) markierten Gleichheit wird das Resultat aus Lemma 3.20
angewendet:

-1

- i X' (sz’ + aZIN) - X) i X' <XZX’ + (TZIN> o Y
; i=1

-1 -1 1 I
- (IX’ (XZX'+UZIN> X) X’ (XZX/+(TZIN> YV
i=1
1
I

_ I
x X' (ale — e 2X(X'X) X+ X(X'X) ] (z + UZ(X’X)’1> 1x’) Y v
i=1
-1
_ ; { “2X'X — o 2X'X(X'X) T IX'X + X'X(X'X)™ <>:+a (X'X) 1) (X'X)~ 1X’X]
1 I
X ((T_ZX’ XX (X'X) 71X + XX (X'X) (2 +2(X'X)" ) 1x’> Yy
i=1
1 /—1_1_1 2/—1_1/—1/1
= [(Z-I—a (X'X) ) } (z+a (X'X) ) (X'X)"1X’ Y,
i=1
1 -1 !
= (z: + az(x’X)*1> (2 + UZ(X’X)’1> (xX'X)" X'}y,
i=1
1 I
==Y (X'x)"'Xy;
I i=1
1 &
= T Zﬁi,OLS
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Hinsichtlich des Erwartungswertes von EGLS gilt:

E (/I;GLS> =E <%§Bi,ms> = %z_il]E <Bi,OLS> = %Ib =b

Da BLOLS, e, B Lots nach Satz 3.19 stochastisch unabhéngig sind, ist die Varianz von EGLS

gerade die Summe der Varianzen von Bi ie{l,..., I}

,OLS”

- 1 &
Var (bGLS> = Var (T Z :Bi,OLs)

i=1
1 I - -~ A~
=5 ) Var (:Bi,ms) (da By o - -+ By o Unabhéngig)
i=1

— 11_21 (Z‘, +(72(X’X)*1> (nach Satz 3.19)
1 2yl —1
=1 (z+2(xx)")

O

Es wurde mit dem letzten Satz gezeigt, dass der beste lineare unverzerrte Schétzer fiir
b bei balancierten Daten mit gleichen Zeitpunkten unabhingig von den Varianzpa-
rametern £ und ¢? ist. Dies ist bei unbalancierten Designs nicht der Fall: Hier hangt

b..s von den Varianzparametern ab, sodass diese fiir eine optimale Schitzung von b
bekannt sein miissen (Swamy, 1971, S. 99 ft.).

3.4.1.2 Schitzung der Varianzparameter

Wie bereits gezeigt, kommt die optimale Schdtzung der festen Effekte ohne die Kennt-
nis der Varianzkomponenten aus. Zur Herleitung von Prognoseintervallen werden je-
doch Schitzer fiir die Kovarianzmatrix der zufilligen Effeke L und fiir die Storgro-
Benvarianz o2 benotigt. Fiir die Konsistenz der im Folgenden vorgestellten Schitzer
ist die Annahme von Noten, dass der Grenzwert M := limy_,, (N(X'X)!) existiert
und positiv definit ist. Dies ist auf jeden Fall erfiillt, wenn die Anzahl der verschiede-
nen Zeitpunkte gegen o strebt (Gumpertz und Pantula, 1989).

Satz 3.22: Schitzer fiir 0

SeiY; = XBi+e€;, i € {1,...,1}, ein RCR-Modell, fiir das die Annahmen [R1]-[R4]
gelten. Ein erwartungstreuer, konsistenter Schitzer fiir die intraindividuelle Fehlerva-
rianz ¢ ist nach Swamy (1971, S. 106 ff.) gegeben durch das arithmetische Mittel der
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Varianzschétzer aus den I Regressionsgleichungen, d.h. durch

~2 1 ZI:/\Z 1 ZI: (Yi B Xﬁi,OLS)/(Yi - Xﬁi,OLS)
I I N —k '

Hierbei bezeichnet 67, i € {1,...,1}, die gewohnliche Varianzschitzung des i-ten Re-
gressionsmodells Y; = XB; + €;.

Beweis:
Aus der Theorie des klassischen linearen Regressionsmodells folgt, dass 07 fiir alle
i € {1,...,1I} ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2 ist. Damit gilt:

Falls der Grenzwert M = limy_.. (N(X'X ) ) existiert, ist 57 nach Satz 3.13 fiir alle

i € {1,...,I} ein konsistenter Schatzer fiir ¢?. Somit gilt auch die Konsistenz von 02 :

1 14 . /o
721 f) :Tthm(aiZ> = o2 O
1=

i=1 N—oo

o (2 = i

Fiir die Konsistenz von 72, geniigt es also, dass die Anzahl der Beobachtungen pro
Verlauf gegen oo strebt. Die Anzahl der Verldufe kann beliebig sein.

Satz 3.23: Schitzer fiir Z

SeiV; = XBi+e€i, i €{1,...,1}, ein RCR-Modell, fiir das die Annahmen [R1]-[R4]
gelten. Ein erwartungstreuer, konsistenter Schitzer fiir die Kovarianzmatrix der zuféal-
ligen Effekte X ist nach Swamy (1971, S. 106 ff) gegeben durch

1 i ( 10Ls GLS) (Bi,OLS - EGLS>/ RCR(X X)

i=1

Beweis:

Zunéchst wird die Erwartungstreue von I gezeigt:

( -1 ZI; ( 1OLS GLS) (Bi,OLS - EGLS>/ RCR(X X) )

i=1

— L VB (B bbb (Ei,ow—bw—ﬁm)’)—E((?zCR(X’X)—l)
i=1
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[ ~ P / —~ —~ /
%1 2 ]E< <.3i,OLs - b) (ﬁi,OLs - b) + (ﬂi,mg - b> (b - bGLS)

i=1

o8 (B #) (080 (65 ) - (60 )
1

EE (. > (B 2) 1 (5 8) ()

i=1

((bm <) (B 0) ) 4 18 ( (B ) (B ) )

=74 (IWar (,31 OLS) — IVar (i;GLS)) _2(xX'x)

- L (1 (z + UZ(X’X)’1> - 1% (z + UZ(X’X)1)> — o2(X'X)"! (Satz3.19 und 3.21)

1

I~
es|

RCR

_E (az (X’X)’1>

(1-1) (2+2xX'X) 7)) —2(X'x)™

I
=L+ 2(X'X)  -2(x'X)7!
)y

Um die Konsistenz des Schitzers  zu zeigen, muss sowohl die Anzahl der Beobach-
tungen pro Verlauf (N) als auch die Anzahl der Verldufe (I) gegen oo streben. Der im
Folgenden skizzierte Beweis ist so aufgebaut, dass zundchst N und in einem zweiten
Schritt I gegen oo strebt (Swamy, 1971, S. 116 ff.). Die Konsistenz gilt also nur dann,
wenn N wesentlich schneller gegen co strebt als I (Johansen, 1982).

Aus der Konsistenz von 72, fiir N — oo und aus der Annahme, dass der Grenzwert
M := limy_ (N(X'X) 1) existiert und positiv definit ist, folgt dieses Zwischener-
gebnis (ZE 1):

. (1N .
plim (FR(x'x)™") = plim (9 Orcr) Jim. (N) Jim (Nx'x)™)

=0?-0-M (ZE 1)
=0

~ —~ ~ —~ /
Swamy hat gezeigt, dass die Matrix S := Y, (,BLOLS - bcm) (:Bi,OLs - bcm) fir N — oo

in Wahrscheinlichkeit gegen die Matrix S := Y'_; (B; — B) (B: — B)' konvergiert (siche
Swamy, 1971, S. 116 ff.):

plim (é (Bius = bss ) (Bius =P )) - é(ﬁi—ﬁ) (Bi-B)  (ZE2)

N—oo

Hierbei ist B := %Zle Bi das arithmetische Mittel der wahren, verlaufsspezifischen
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Koeffizientenvektoren. Insgesamt ergibt sich daraus folgendes Konvergenzverhalten
von L fiir N — co:

plim £ = plim (% - GIECR(X'X)_l)

N—oo N—o0

— plim (%) — plim <3§CR(X’X)‘1>

N—oo N—o0

S
=71 (nach ZE 1 und ZE 2)
Also konvergiert T fiir N — oo in Wahrscheinlichkeit gegen die wahre empirische Ko-
varianzmatrix der unbekannten Koeffizientenvektor-Stichprobe {B1, ..., Br}.
Die empirische Kovarianzmatrix ist immer ein konsistenter Schétzer der wahren Ko-

varianzmatrix. Wenn man nun im zweiten Schritt I gegen oo streben ldsst, gilt also:

S
lim - =%
o

Zusammenfassend ldsst sich der Konvergenzprozess des Schitzers T folgendermafien

zweistufig darstellen:
N—oo S [—o0

) , N> 0
I—-1

Es wurde gezeigt, dass sowohl G2, als auch L unverzerrte und — unter bestimmten
Annahmen an den Konvergenzprozess — auch konsistente Schitzer fiir ¢ bzw. X sind.
Ein fundamentales Problem des Schétzers X besteht darin, dass er nicht notwendiger-
weise positiv definit ist. Dies ist eine storende Eigenschaft des Schitzers, da negative
Varianzkomponenten in der Praxis nicht interpretierbar sind. Daher gibt es zahlreiche
Modifikationen des Schitzers E, die dessen positive Definitheit garantieren (siehe z.B.
Carter und Yang, 1986).

Heutzutage werden die von Swamy eingefiihrten Schatzer 72

+z und X nur noch sel-

ten verwendet. Stattdessen werden die Varianzkomponenten mithilfe des Maximum-
Likelihood- oder des Restricted-Maximum-Likelihood-Verfahrens tiber rechenintensi-
ve, iterative Algorithmen geschétzt (Frees, 2006, S. 100 ff.).
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3.4.2 Pradiktion der zufilligen Effekte

Mit der Schdtzung des globalen Parametervektors b kann prognostiziert werden, wie
sich die Gesamtpopulation zu zukiinftigen Zeitpunkten verhalten wird. Bei vielen An-
wendungen besteht jedoch das Interesse darin, zukiinftige Beobachtung einzelner Ver-
laufe vorherzusagen (Bondeson, 1990). Angenommen, das Interesse bestiinde in der
Vorhersage einer zukiinftigen Beobachtung von Verlauf i, i € {1,...,I}, zum Zeit-
punkt T. Sei x7 := (1, T, T?,...)" der (k x 1)-Vektor der unabhédngigen Variablen, d.h.
der Polynomterme von T. Die vorherzusagende Beobachtung ist dann gegeben durch

Yir = xpBi + €1 = x7b + x78; + €T .

Das Ziel ist also, die Linearkombination x:b + x7.4; aus festen und zufilligen Effek-
ten zu schédtzen (Bondeson, 1990). Der Begriff ,Schédtzen” ist jedoch an dieser Stelle
unangebracht, da §; im RCR-Modell kein fester Parametervektor, sondern ein Zufalls-
vektor ist. Es handelt sich also vielmehr um eine Vorhersage der Realisation von ;.
Um diese Problematik von der klassischen Schitztheorie abzugrenzen, werden opti-
male ,Schétzfunktionen” fiir Linearkombinationen aus festen und zufélligen Effekten
als BLUP’s (beste lineare unverzerrte Pradiktoren) bezeichnet (Robinson, 1991). Im Fol-

genden werden die Eigenschaften eines BLUP’s ndher definiert.

Definition 3.24: Linearer unverzerrter Pradiktor

Sei W ein linearer unverzerrter Pradiktor fiir die Linearkombination W := A'b + A6,
wobei A ein fester, frei wahlbarer (k x 1)-Vektor ist. Fiir den Pradiktor W gelten fol-
gende Eigenschaften (Harville, 1976):

1. SeiY := (Y{/,...,Yy) der Vektor, der die Beobachtungen von allen I Verldufen
enthilt. Ein Pradiktor W ist linear, falls er von der Form W = 'Y ist. Hierbei ist r
ein fester (NI x 1)-Vektor.

2. Ein linearer Pradiktor W fiir W ist unverzerrt, wenn der Erwartungswert des
Pradiktors W dem Erwartungswert der vorherzusagenden Grofse W entspricht,
d.h. wenn gilt

E(W)=E(W)=EAb+A68)=Ab.

Da die zu ,,schiatzende” Linearkombination W selbst wieder eine Zufallsvariable

~

ist, gilt nicht wie bei gewohnlichen Schitzern E(W) = W.

Waéhrend bei Schétzern fiir feste Parameter die Minimierung der Varianz des Schét-
zers als Optimalitdtskriterium verwendet wird, betrachtet man bei Pradiktoren W den

mittleren quadratischen Fehler, der im Folgenden nach Harville (1976) definiert wird.
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Definition 3.25: Mittlerer quadratischer Fehler

Sei W = ¢/ Y, r € RN ein linearer Pradiktor fiir die Linearkombination W := A'b +
A'68;, A € RF. Dann ist der mittlere quadratische Fehler des Pradiktors W gegeben
durch

~

MSE(W, W) = E ((W - W)2> .

Mithilfe dieser Definitionen kann nun der beste lineare unverzerrte Pradiktor fiir W
wie folgt formal definiert werden (Harville, 1976):

Definition 3.26: Bester linearer unverzerrter Pradiktor (BLUP)
Sei W := {W | W linear und unverzerrt fiir W} die Menge aller linearen und unver-
zerrten Pradiktoren fiir die Linearkombination W := A'b+ A’§;, A € RX. Der Pradiktor
WBLUP € W heifdt bester linearer unverzerrter Pradiktor fiir W, falls WBLUP den kleinsten
mittleren quadratischen Fehler in der Klasse der linearen unverzerrten Pradiktoren
hat. Es gilt also

MSE (Wor, W) < MSE (W, W) ¥ W € W.

Die Herleitung geschlossener Formeln fiir BLUP’s geht auf Harville (1976) zuriick, der
das Gauss-Markov-Theorem fiir die optimale , Vorhersage” zufélliger Koeffizienten in
gemischten linearen Modellen erweiterte. Die folgende Darstellung des BLUP’s fiir B;
im RCR-Modell stammt aus einer Veroffentlichung von Bondeson (1990). Die Beweis-
idee ist Frees (2006, S. 157 ff.) entnommen.

Satz 3.27: Geschlossene Darstellung des BLUP’s fiir A’8; im RCR-Modell

SeiY; = XBi+e€i, i € {1,...,1}, das in Definition 3.17 vorgestellte RCR-Modell, fiir
welches die Annahmen [R1]-[R4] gelten. Sei W := }Vﬁi = AMb+ A5, A € R ei-
ne Linearkombination aus festen und zufilligen Effekten. Dann ist der beste lineare
unverzerrte Pradiktor (BLUP) fiir W gegeben durch

Woir = A (CByrs + (TIk = €) buss ) -

Hierbei ist Iy die (k x k)-Einheitsmatrix. Die Matrix C ist definiert als
1

C:=x(Z+2X'X)"") .
Beweis:

WBLUP ist ein linearer Pradiktor, da sowohl B als auch EGLS linear in Y sind. Zudem ist

1,0LS

A~

Wiior unverzerrt, da gilt:

E (WBLUP) =E (;u (CBI.’OLS + (I, — C) 5@5))
= N'CE (By) +A' (I — C) E (bos)
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=ACb+ A (I — C)b (nach Satz 3.19 und 3.21)
=AM (C+I,—C)b

=A'b

=E(W)

Nun wird gezeigt, dass WBLUP den kleinsten mittleren quadratischen Fehler innerhalb
der Klasse der linearen, unverzerrten Pradiktoren besitzt. Dazu sei

W= {W:= Wyuw+a'Y | a e RN mit E(a’Y) = 0}

die Klasse der linearen unverzerrten Pridiktoren fiir W. Die Bedingung E(a’Y) = 0
muss erfiillt sein, damit die Elemente in JV erwartungstreu fiir W sind. Diese Bedin-
gung ist fiir alle a € RM erfiillt, die der Gleichung a’X = 0 geniigen. Mit den im
Beweis zu Satz 3.21 eingefiihrten Notationen ldsst sich dieses Argument durch folgen-

de Umformung begriinden:

E (a'Y) =
)=

& E (a' (Xb+D(X)d+e€)) =0
& dXb+adD(X)E(S)+a'E(e) =
& a’' Xb =0 (nach[R2] und [R3])

Da b # 0 angenommen wird, muss also a’X = 0 sein. Nun soll a € RN so ge-
~ 2
wihlt werden, dass der mittlere quadratische Fehler E ((WBLUP +aY — W) ) mini-

miert wird. Dazu wird der mittlere quadratische Fehler zunédchst in Komponenten zer-

legt:

E ((VAVBLUP +ay - w)2>

E ( Wiir — W+ a'Y)Z)

~ 2
— Var BLUP—W+u'Y> 1 E <WBLUP—W+a’Y)
—V
— Cov (Wyop — W+ a'Y, WBLUP—WJraY)

I
<

(
(
ar (Wor = W+ a'Y) + (Vb = 2'b +0)°
(
(%

ar ( Wy op — W> + Var (a'Y) + 2Cov (WBLUP —W, a’Y)

Der Kovarianzterm in der letzten Gleichung fillt weg, da Cov <WBLUP —W,ad Y> =0
gilt. Dies wird durch die folgenden Umformungen gezeigt. Wie im Beweis zu Satz 3.21
gilt beziiglich der Notationen wieder X := (X/,...,X’) ¢ RNk y .= (v¢/,...,Y/) €

Nl'und H = Var(Y) € RN™*NI Desweiteren sei eg ) der i-te Einheitsvektor des R’:
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Cov <WBLUP —W,a Y)
= Cov (WBLUP, Y> a—Cov(W,Y)a
— Cov (A’Cﬁi/m + A (It — C) bos, Y) a—Cov(Ab+ A5, Xb+D(X)5+¢€)a
= Cov (VC(X'X)"'X'Y;, Y ) a + Cov (A’ (I—C) (X'H ' %) T x'H Y, y) a
—Cov (A'8;,D(X)6) a— Cov (A8, €) a
= M C(X'X)"1X'Cov (Y, Y)a+ A (I — C) (X'H—lx) ~ X'H War(Y)a
— A Cov(d;,8)D(X) a (nach [R4])

—\z (): + (72(X’X)’1> C(xX'x)" X! ( M) g (XZ‘.X’ + ale)) a

+ A (I — C) <X’H*1X>  X'H 'Ha -\ (e?)' ® z) D(X)'a (Satz3.18 und [R2])
e g ( (): +02( —1)1 (X'X) X’ (X):X’ +<721N)) ] a
FA (L —C (X’ ) X'H 'Ha — (() ®Z>D(X)a
e ( (z *1) T (X'X)IXXEX + 0°F (): + (72(X’X)’1> -
1x’) a+ ) (- C) (X'H'X) C X'H 'Ha - A ( ' 2) D(X)'a
— ( (z o2 (X 1)_1 (Z+¢72(X’X)*1> X')]a
FA (I - C (XH1X> X'H'Ha — (()®Z)D(X)a

. -1
— A {eﬁ’)/ ® (zx’)} a+A(-C)(XH'X) X'H 'Ha
—A ( (@) ®Z)D(X)a
: -1
— A (4:)! o (zX’)) a+A (I — C) (X’H‘l./t’) (aX)

A/ {e(i)/ ® (ZX/)] a
I

=0, daad’X =0 nach Voraussetzung
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Somit kann der mittlere quadratische Fehler eines beliebigen linearen unverzerrten
Pradiktors W fiir W ausgedriickt werden als

MSE (W, W) = E ((WBLUP +aly— W)2> = Var (Wi — W) + Var (a'Y) .

Da Var(a’Y) > 0V a # 0, wird der mittlere quadratische Fehler durch die Wahl
von a = 0 minimiert. Somit ist Wy, := A/ <C,lA3i,oLS + (Ix — C) Eas) der beste lineare
unverzerrte Pradiktor fiir W. O

Im vektorwertigen Sinn ist der BLUP fiir ; = b + J; somit gegeben durch eine ge-

wichtete Summe aus dem OLS-Schatzer [A% und dem GLS-Schétzer EGLS:

i,0LS
~ ~ ~ -1
ﬂi,BLUP = C:Bi,OLs + (Ik - C) bas, wobei C:=1X (Z + O'Z(X/X)il>

Intuitiv wiirde man vermuten, dass B der optimale Pradiktor fiir B; ist. Dies ist

i,0LS
jedoch nicht der Fall: Fiir eine optimale Pradiktion des Koeffizientenvektors B; wird
die Information aller Verldufe Yj, ..., ¥r benotigt und nicht nur die Information des
i-ten Verlaufs Y;. Das Gewicht liegt dabei umso stirker auf dem OLS-Schitzer B

je grofier die Varianzen der zufélligen Effekte sind und je kleiner die Designvarianz

1,08/

o?(X'X)~!ist . In diesem Fall gilt namlich approximativ:

2 1) ! 1
c:z(2+a(x’x)—> ~Ixl=1,

Dies bedeutet: Je grofier die interindividuelle Varianz zwischen den Verldufen ist und
je mehr Beobachtungen pro Verlauf vorliegen, desto starker liegt das Gewicht auf dem
OLS-Schétzer Bi’OLS (Kadiyala und Oberhelman, 1982).

Das Problem bei der Anwendung von BLUP’s besteht darin, dass sie von den Vari-
anzkomponenten ¢ und T abhingen. Diese sind in der Praxis nicht bekannt. Daher

werden o2 und X durch ihre Schaitzer 62.. und & ersetzt. Falls in der Formel eines

RCR
BLUP’s die geschidtzten anstatt der wahren Varianzkomponenten eingesetzt werden,
bezeichnet man diese Pradiktoren als , empirische beste lineare unverzerrte Pradikto-
ren” (EBLUP’s). Durch die Schitzung der Varianzkomponenten verliert der Pradiktor
allerdings seine Optimalitdtseigenschaften (Frees, 2006, S. 135 ff.). Der EBLUP fiir B;
ist somit gegeben durch

5 =~ o = -~ Py ~ ~ _ -1
ﬂi,EBLUP = Cﬁi,OLS + (Ik - C) bGLS ’ wobei C:= X (Z + U'I%CR(X/X) 1)

Mithilfe der empirischen BLUP’s konnen nun auch die verlaufsspezifischen Storgro-
Benej, i€ {1,...,I}, durch €y :=Yi — XBi,EBLUP vorhergesagt werden. Diese wer-
den als BLUP-Residuen bezeichnet (Frees, 2006, S. 135 ff.).
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3.4.3 Prognosen und Prognoseintervalle fiir zukiinftige Beobachtun-
gen im RCR-Modell

Im Kontext des RCR-Modells fiir longitudinale Daten kommen verschiedene Vorhersa-
geszenarien in Betracht, fiir die in diesem Abschnitt Prognosen und Prognoseintervalle
hergeleitet werden. Sei T im Folgenden der Zeitpunkt, fiir den eine neue Beobachtung
vorhergesagt werden soll und xt := (1, T, T?,...)’ der entsprechende Vektor der un-
abhédngigen Variablen.

3.4.3.1 Situation A: Prognosen fiir einen neuen, unbekannten Ver-

lauf

Es liegen balancierte, longitudinale Daten von I Verldufen vor, fiir welche die gesamten
Messzeitpunkte gleich sind. Anhand dieser Daten wird das in Definition 3.17 vorge-
stellte  RCR-Modell angepasst (d.h. b, ¢?> und X werden geschitzt). Sei
Yor = xBo + €or die unbekannte Beobachtung eines neuen, (I 4 1)-ten Verlaufs zum
Zeitpunkt T. Von diesem neuen Verlauf (mit Index 0) liegen noch keine Beobachtun-
gen vor. Der neue Verlauf folge den fiir das RCR-Modell gemachten Annahmen: Es
gelte also By ~ N(b,X), egr ~ N(0,0?) und die stochastische Unabhéngigkeit zwi-
schen €g71,€1,...,€1,Bo, B1,- - ., B1. Dies bedeutet insbesondere, dass die Beobachtung
Yot stochastisch unabhdngig vom Zufallsvektor Y = (YY,...,Y[) ist. In dieser Situa-
tion ist die beste lineare unverzerrte Vorhersage fiir Yor nach Swamy (1971, S. 133 ff.)
gegeben durch
?OT = x'T/l;GLS ,

da EGLS der beste lineare unverzerrte Schitzer der festen Effekte ist und da iiber den
neuen Verlauf keinerlei Informationen vorliegen. Im Folgenden wird ein Prognose-
intervall fiir Yot hergeleitet. Zunédchst wird dazu die Verteilung des Prognosefehlers
betrachtet.

Lemma 3.28: Verteilung des Prognosefehlers fiir Situation A

SeiY; = XBi+¢€i, i € {1,...,1}, das in Definition 3.17 vorgestellte RCR-Modell, fiir
welches die Annahmen [R1]-[R5] erfuillt sind. Sei lA/OT = xf[EGLS die Prognose fiir die
Beobachtung eines neuen, bislang vollig unbekannten Verlaufs zum Zeitpunkt T. Dann
ist der Prognosefehler ( Yor — Yor) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz

1
V= Tx/T (Z + O'Z(X/X)_1> xT + XpXxT + o’

Es gilt also (Yor — Yor) ~ N(0,0).
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Beweis:
Da ?OT und Yy normalverteilt sind, ist auch (?OT — Yor) normalverteilt. Fiir den Er-

wartungswert und die Varianz des Prognosefehlers gilt:

E (%T - Y0T> =E (?OT> —E (Yor)

=E (x’,T/l;GLS> —E (x/T,BO + eOT)
= %7 E(bas) — ¥7E(Bo) — E(eor)
= xb — x7b (nach Satz 3.21 und [R2], [R3])
=0

Var (?OT — Y0T> = Var (?0T> + Var (Yor) (da Ypr unabhg. von Y)
= Var (x'Ti)\Gw) + Var (x/Tﬂ() + €0T)
= xpVar(bes)xr + 2y Var(Bo)xr + Var(epr) (nach [R4])

1
= Tx’T (Z + UZ(X’X)_1> x1 + xpEZxr + 0% (nach Satz 3.21 und [R2], [R3])

O

Falls die Varianzkomponenten X und ¢ bekannt wiéren, kénnte bereits aus dem stand-

ardisierten Prognosefehler ein Prognoseintervall hergeleitet werden, da gilt:

Yor — Yor N

Vo

Die Prognosevarianz v ist jedoch nicht bekannt, da £ und o2 unbekannt sind. Aus

N(0,1).

diesem Grund muss v geschitzt werden, indem die Schitzer & und 2 in die Formel
eingesetzt werden. Mithilfe dieses Prognosevarianz-Schitzers kann ein approximati-
ves Prognoseintervall fiir Yyr hergeleitet werden. Dazu wird ein Hilfssatz benoétigt,

der eine allgemeine Aussage zur Konvergenz von Zufallsvariablen macht.

Lemma 3.29: Theorem von Slutzky

Sei {Z,, n € N} eine Folge von Zufallsvariablen, die in Verteilung gegen die Zufalls-
variable Z konvergiert. Seien {A,, n € N} und {B,, n € N} Folgen von Zufallsva-
riablen, die in Wahrscheinlichkeit gegen die Konstanten a bzw. b konvergieren. Dann
konvergiert die Funktion (A, + B,Z,) fiir n — oo in Verteilung gegen (a + bZ) (Rao,
1973, S. 122). Kurz:

z. 2%z A Ba B B5p — A, +B,Z, D a+bZ

Seite 40



Kapitel 3 Statistische Methoden

Satz 3.30: Approximatives Prognoseintervall fiir Yy in Situation A

SeiY; = XBi+e€i, i € {1,...,1}, das in Definition 3.17 vorgestellte RCR-Modell, fiir
welches die Annahmen [R1]-[R5] erfiillt sind. Sei ?QT = x’TEGLS die Prognose der Be-
obachtung eines neuen, vollig unbekannten Verlaufs zum Zeitpunkt T. Dann kann die
Varianz v des Prognosefehlers durch

~ 1 S, ~ - < .
D= Tx’T (Z + 72 (X'X) 1) xT + xXpZxT + 0%,
erwartungstreu geschétzt werden und es gilt: Der durch die geschétzte Prognosevari-
anz standardisierte Prognosefehler konvergiert fiir N,I — oo in Verteilung gegen die
Standardnormalverteilung;:

Yor — Y,
0T 0T D >N(O,1)
NG N—so0 , [—300

Daraus ergibt sich folgendes (1 — a)-Prognoseintervall fiir die Beobachtung Yor:
PL(Y) = [ Yor — q1-a/2 V0, Yor + 1-a/2 \/ﬂ

Hierbei ist g1, /> das (1 — a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.

Beweis:
Da T und G2, erwartungstreue Schitzer fiir £ bzw. ¢? sind, ist auch 7 ein erwar-
tungstreuer Schitzer der Prognosevarianz v. Um die asymptotischen Eigenschaften

des Schitzers v zu betrachten, wird zuerst N und dann I gegen oo streben gelassen:

o PN . 1 PN _ PN N
0" := plim(9) = plim <—x’T ()2 + 02 (X'X) 1) xr + XpXxr + U§CR>
N—o0 N—oo I

1 N 1 ~ . S
= —xplim (Z) x1 + < xpplim (UIECR(X’X)A) xT + xplim (Z) xT
I N—rco I N—c0 N—oo0
+ plim (61%@)
N—o0

1 1 1
= Tx/T (mS) X1 + X7 <m5> x7 + 0% (nach Satz 3.22 und 3.23)

141, (1 )

plim (") = plim I+ 1x’T LS xr +0?
[—o0 [—00 I -1

. I+1 1
= lim | —— ) «,plim | —— 2
Il_rg}o( i )prlm(I_l )xT—i—(T

[—o0

— xpZxr + 0 (nach Satz 3.23)
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Der Prognosevarianzschitzer ¥ ist also ein konsistenter Schatzer fiir (x7Zxr + 02),
nicht jedoch fiir die exakte Prognosevarianz v. Daher stellt sich die Frage, gegen wel-
che Verteilung der Prognosefehler (Yor — Yor) fiir N,I — oo konvergiert. Da der Er-
wartungswert des Prognosefehlers 0 ist — also nicht von I und N abhdngt — wird nun
betrachtet, gegen welchen Wert die wahre Prognosevarianz v konvergiert. Es gelte wie-
der, dass der Grenzwert M := limy_,. (N(X'X) 1) existiert und positiv definit ist.

1
v*:= lim v = lim (Tx/T (Z + Uz(X'X)_1> xr + xpXxr + UZ)

N—o0 N—oo
:Iﬁlﬁsz+(?)xh&&(%)ﬁg&QNXXrng+¥
= I—;lx}):xr—k (072) xp (0- M) xp + 02
= I%I—lx’TZxT—i—(Tz

fim o' = fim () e+

= XL x1 + 07

Daraus folgt, dass der Prognosefehler (Yor — Yor) fiir N,I — oo in Verteilung gegen
eine Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz (x}E x + 02) konvergiert:

(Yor — Yor) LN AN N(0,x7Z x7 4 02)
N—oo, [0
Da der Prognosevarianzschatzer v in Wahrscheinlichkeit gegen die Varianz der Grenz-
verteilung Z konvergiert, folgt mit dem Theorem von Slutzky (Lemma 3.29):
Yor — Yor D z

> ~N(0,1
Vo Now, =0 | /Var(Z) (0.1)

Der mit der geschdtzten Prognosevarianz standardisierte Prognosefehler konvergiert
also in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung. Ein approximatives (1 — «)-
Prognoseintervall fiir die Beobachtung Yyr eines neuen, vollig unbekannten Verlaufs
ist somit gegeben durch

[ Yor — G1—as2 V0, Yor + G1—a/2 \/5] :
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3.4.3.2 Situation B: Prognosen fiir einen vollstindig beobachteten Ver-

lauf

Es liegen balancierte, longitudinale Daten von I Verldufen vor, fiir welche die gesamten
Messzeitpunkte gleich sind. Anhand dieser Daten wird das in Definition 3.17 vorge-
stellte RCR-Modell angepasst. Nun besteht das Interesse darin, fiir einen der I Verldufe
eine Beobachtung zu einem zukiinftigen Zeitpunkt T, T > ty, zu prognostizieren. Der
Index dieses Verlaufs sei i, i € {1,...,I}. Der empirische beste lineare unverzerrte
Pradiktor fiir die Beobachtung Y1 ist dann nach Bondeson (1990) gegeben durch

-~

' 2 N ar ~\1
YiT,EBLUP - xTﬁi,EBLUP - xT (Cﬂi,OLS + (Ik - C> bGLS> 7

~ ~ [~ -1
wobei € := & (): + ?rgCR(X’X)—l) ist.

3.4.3.3 Situation C: Prognosen fiir einen neuen Verlauf, von dem nur

die ersten Messungen bekannt sind

Es liegen balancierte, longitudinale Daten von I Verldufen vor, fiir welche die gesam-
ten Messzeitpunkte gleich sind. Anhand dieser Daten wird das in Definition 3.17 vor-
gestellte RCR-Modell angepasst. Von einem neuen, (I 4 1)-ten Verlauf sind lediglich
die Beobachtungen der ersten L Zeitpunkte (L < N) ty,...,t; bekannt. Diese wer-
den in dem (L x 1)-Beobachtungsvektor Yy := (Yp1,...,Yor) zusammengefasst. Sei
Xo € RY¥F die Designmatrix, Bo der (k x 1)-Koeffizientenvektor und ey der (L x 1)-
Vektor der Storgrofien des neuen Verlaufs, sodass der Zusammenhang Yy = Xo B0 + €0
erfiillt ist. Dieser neue Verlauf folge ebenfalls den fiir das RCR-Modell gemachten An-
nahmen.

Das Ziel ist, eine Beobachtung Yor = x7Bo + €or dieses neuen Verlaufs zu einem zu-
kiinftigen Zeitpunkt T, T > t1, zu prognostizieren. Rao empfiehlt in diesem Fall, die
Beobachtug Yyr mithilfe des Pradiktors aus Situation B vorherzusagen (Rao, 1975):

/Y\OT = x/T </CBO,OLS + (Ik - a) EGLS) ’

wobei C := & (f + 02

-1 ~ ~
2 (X'X) ’1> ist. Die Schatzer X, 72, und b5 werden hier allein

RCR

auf Basis der Information der ersten I Verlaufe Y, ..., Y7 — d.h. ohne die Information
des des neuen Verlaufs Yy — berechnet. Die Information des neuen Verlaufs flief3t allein
tiber den OLS-Schitzer BO,OLS := (Xo'Xo) 1X0'Yp in den Pridiktor Yyr ein. In Simula-
tionsstudien konnte gezeigt werden, dass der Pradiktor Yyr anderen Pridiktoren fiir

diese Situation iiberlegen ist (Bondeson, 1990).
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