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1 Einleitung

Der Vergleich von Stichproben aus verschiedenen Gruppen taucht in den unter-
schiedlichsten Problemstellungen der statistischen Anwendung auf. Zum Beispiel
werden in klinischen Studien mehrere Versuchsgruppen mit unterschiedlichen The-
rapien miteinander verglichen, in technischen Anwendungen wird der Verschleift von
Bauteilen in der Entwicklung mehrerer Zeitperioden untersucht oder man ist am
Vergleich von verschiedenen Kursentwicklungen in der Wirtschaft interessiert.

In dieser Arbeit werden Testverfahren fiir zwei unabhéngige Stichproben vorgestellt.
Diese Testverfahren liefern anhand von erhobenen Daten Entscheidungsregeln fiir die
Fragestellung, ob die Mittelwerte beider Stichproben einen signifikanten Unterschied
besitzen. Zudem mochte man keine zu kleinen Unterschiede zulassen, sondern nur
relevante Unterschiede feststellen. Die Grofse dieses relevanten Unterschieds kann
vom Anwender frei ausgewihlt werden, um je nach Sachkontext keine zu kleinen
Unterschiede als signifikant zu bezeichnen. Dieser Gedanke fiihrt zu sogenannten
Relevanz-Tests fiir zwei Stichproben, die den Kerngegenstand dieser Arbeit bilden.
Im Abschnitt 2 werden verschiedene parametrische und nichtparametrische Relevanz-
Tests vorgestellt. Die parametrischen Relevanz-Tests entsprechen Verallgemeine-
rungen des klassischen Zweistichproben-t-Tests. Die nichtparametrischen Relevanz-
Tests beruhen auf Datentiefen, Mafizahlen mit robusten Eigenschaften, die aus
den Vorzeichen der Abweichungen vom Mittelwert berechnet werden. Dabei ldsst
sich eine der beiden verwendeten Vorzeichen-Tiefen in vielen Modellen aus der
Simplex-Regressions-Tiefe von Rousseeuw und Hubert (1999) und Miiller (2005)
ableiten, siehe Kustosz, Miiller, Wendler (2016). Die andere Vorzeichen-Tiefe ent-
spricht einer vereinfachten Version der aus der Simplex-Regressions-Tiefe abgeleite-
ten Vorzeichen-Tiefe.

Die Einfiihrung verschiedener Testverfahren wirft die Frage auf, welcher der Tests
verwendet werden sollte. Daher werden im Abschnitt 3 die Relevanz-Tests in ei-
ner Simulationsstudie unter verschiedenen Modellannahmen miteinander verglichen.
Abhéingig vom Modell konnen sowohl die parametrischen als auch die nichtparame-

trischen Tests bessere Ergebnisse erzielen. Im letzten Abschnitt 4 werden die wich-



tigsten Ergebnisse zusammengefasst und diskutiert. Insbesondere folgt ein Ausblick
fiir weitere Untersuchungsméglichkeiten zu noch offen stehenden Fragen.

Zum Abschluss der Einleitung soll besonders Prof. Dr. Christine Miiller gedankt
werden, welche die Erstellung dieser Arbeit erst ermoglichte und sie mit Anregun-
gen, Beantwortung von Fragen aller Art und Kritik in einem sehr bereichernden

Umfang betreute.



2 Statistische Verfahren und Grundlagen

Zunéchst sollen die Generalannahmen und Notationen dieser Arbeit vorgestellt wer-
den. Seien sowohl X, ..., X, als auch Yy, ..., Yy unabhéngig, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen. Sie stellen die beiden Stichproben dar. Gelegentlich wird fiir den Vek-
tor der Stichproben auch X = (Xj,..., Xp;) und Y = (Y7, ..., Yy) geschrieben. Wenn
nichts anderes gesagt wird, sind M und N die Groken der Stichproben, wobei oft
M = N angenommen wird. Die beiden Stichproben X,Y seien stets zueinander

stochastisch unabhéingig. Die Zufallsvariablen sollen folgende Gestalt besitzen:

Xi=m+FE; firallei=1,..., M, (1)

Y =po+ Epyj firalle j=1,.. N. (2)
Dabei seien E, ..., Eyryn unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit
med(E;) =0 firallei=1,....M + N.

Bei diesem Modellierungsansatz wird von einem deterministischen Mittelwert p
bzw. ps ausgegangen, auf dem die Zufallsvariablen Ej, ..., Fy/ v als stochastische
Fehler einwirken. Fiir beide Stichproben wird angenommen, dass die stochastischen
Abweichungen sich identisch verhalten. Durch diesen Modellierungsansatz kénnen
sich die Verteilungen der Stichproben hochstens um ihren Lageparameter unterschei-
den. Die Forderung an den Median fiir £; mit ¢ = 1,..., M + N unterbindet, dass
zusitzlich systematische Lageverschiebungen durch die stochastischen Fehler her-
vorgerufen werden. Aufserdem kann man so erwarten, dass im Mittel genauso viele
Realisationen iiber und unter dem Lageparameter sind. Diese Bedingung wird spater
bei der Konstruktion der Relevanz-Tests mit der Datentiefe eine Rolle spielen.

Zweistichproben-Tests befassen sich mit der Frage, ob eine signifikante Abweichung
zwischen den unbekannten Mittelwerten py und uo vorliegt. Durch folgendes Hypo-

thesenpaar ldsst sich die Fragestellung wie folgt formulieren:

Hoy:pin = po gegen Hy @ py # pup. (3)



In dieser Arbeit wird diese Problemstellung in einem allgemeineren Rahmen be-
trachtet. Dabei lasst man kleine Unterschiede von geringer Relevanz zwischen den
Mittelwerten zu. Der relevante Unterschied wird durch einen Parameter § > 0 fest-

gelegt. Anschliefend lésst sich das Hypothesenpaar verallgemeinert darstellen:

Ho @ |1 — po| <0 gegen Hi:|py — pio| > 0. (H)

Bei bestimmten Sachzusammenhéingen ist es sinnvoll sehr kleine Abweichungen zu-
zulassen. Vor allem bei hohen Stichprobenumfingen kénnen im Hypothesenpaar in
Formel (3) immer kleinere, aber eigentlich irrelevante Abweichungen zunehmend bes-
ser erkannt werden. Um solche irrelevante Effekte zu kontrollieren, werden Relevanz-
Tests eingesetzt (Miiller und Denecke (2013), S. 223). Alle Testverfahren dieser Ar-
beit untersuchen im Wesentlichen das Hypothesenpaar (H). Dabei wird der Annah-
mebereich des Tests zu (H) als Nicht- Relevanzbereich bezeichnet.

Die im Kapitel 2 vorgestellten Testverfahren werden schrittweise aufgebaut. Es wer-
den verschiedene Zweistichproben-Relevanz-Tests unter Normalverteilungsannahme
vorgeschlagen. In Abschnitt 2.1 werden die Standard-¢-Tests fiir unabhéngige Stich-
proben thematisiert. In Abschnitt 2.2 werden die ¢-Tests mit Beriicksichtigung von
relevanten Unterschiedenen aus den standardméfigen ¢-Tests hergeleitet.
Nichtparametrische Relevanz-Tests unter Verwendung von Datentiefen werden in
Abschnitt 2.3 vorgestellt. Testverfahren mittels Datentiefen sind einerseits robust ge-
geniiber extremen Werten (insbesondere Ausreiffern). Andererseits miissen keine ex-
pliziten Verteilungsannahmen der F; fiir i = 1, ..., M 4+ N wegen der Nichtparametrik
getroffen werden. Daher liefern neben normalverteilten Fehlervariablen auch andere
Verteilungsannahmen, wie die Cauchyverteilung, aus theoretischer Sicht sinnvolle
Testverfahren. Insbesondere besteht nicht das Problem eines Modellierungsfehlers
durch eine unpassende Modellwahl. Eine Diskussion zur numerischen Berechnung der
Datentiefe, sowie eine Uberlegung zur Konstruktion eines Relevanz-Zweistichproben-
Test als Vorzeichentest ergdnzen den Abschnitt 2.3. Verteilungsklassen, die in der
Simulationsstudie in Kapitel 3 verwendet werden, sowie Kontaminationen von Ver-

teilungen fiir Robustheitsanalysen, werden in Abschnitt 2.4 dargestellt.



2.1 Aligemeiner Zweistichproben-¢-Test

In den Abschnitten 2.1 und 2.2 liegen stets normalverteilte Fehler E; ~ N(0, 0?) fiir
i=1,...., M+ N vor. Aus den Modellgleichungen (1) und (2) ergibt sich, dass

X; ~ N(p1,0°) fiir i = 1,..., M und

Y; ~ N(ug,0?) fiir j=1,..,N

gelten. Die Normalverteilung wird in vielen statistischen Zusammenhingen zur Mo-
dellierung verwendet. Daher ist das Studium von Testverfahren fiir normalverteilte
Stichproben von hoher Interesse.

Zunichst werden schrittweise der Einstichproben- und der Zweistichproben-t-Test
jeweils ohne Relevanzparameter § hergeleitet. Die Rechnungen in den nichsten Ab-
schnitten ergeben sich aus den Standard-¢-Tests oder bauen auf diesen auf. Folgende

Verteilungsklassen bilden die Grundlage der Theorie (Georgii (2002), S.238f):

Definition 2.1 (x*-Verteilung, t-Verteilung).
(a) Eine Zufallsvariable Wy heifit x*-verteilt mit N Freiheitsgraden, kurz: Z ~ x%,
falls es unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen Vi, ...,Vy ~ N(0,1) gibt,

N
sodass Wy = Z V2 gilt.
n=1
(b) Fine Zufallsvariable Ty heifst t-verteilt mit N Freiheitsgraden, kurz: T ~ ty,

falls es zwei zueinander stochastisch unabhdngige Zufallsvariable V-~ N(0,1) und

Wy ~ X3 gibt,

sodass Ty = qilt.

Wn

N

Das erste Ziel ist der Vergleich des unbekannten Mittelwerts p einer Stichprobe
X mit einem vorgegeben Mittelwert py € R. Folgendes Hypothesenpaar gibt diese



Fragestellung wieder:

Ho:p=po gegen Hy:p# po.

Hier sei 1 = py der unbekannte Lageparameter (in diesem Fall auch der Erwartungs-
wert) der unabhéngig, identisch verteilten Zufallsvariablen X7, ..., X zur Stichprobe
X. Der unbekannte Lageparameter p wird mit einem vorgeschlagenen Mittelwert 1
verglichen. Ein wichtiger Baustein zur Konstruktion des Einstichproben-t-Tests ist
folgender Zusammenhang des Stichprobenmittels und der empirischen Varianz einer

Stichprobe unter Normalverteilungsannahme.

Lemma 2.2 (Herleitung der ¢-Teststatistik).
Seien Vi, ..., Vy unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit V,, ~ N (u, 0?)
firn=1,...,N und

N
— 1 ) . ..
V.= N E V,, das Stichprobenmittel iber V = (V1,...,Vy)" und

n=1

N
N 1 — ) . . ..
oy = N1 ngl(Vn — V)2 die empirische Varianz iiber V= (Vi,...,Vy)'.

Dann gelten folgende Aussagen:

(a) *3 5% ~ XA,
(b) V. und 5% sind stochastisch unabhingig,

(c) NV

Var

Beweis. Die Beweisidee ist an Georgii (2002), S.241f angelehnt. Zunéchst werden

einige Vorbereitungen getroffen, die dann die Aussagen (a) bis (c) ergeben werden.

[RNXN

Man betrachte eine orthogonale Matrix A € mit folgender letzten Zeile

* * * * *
* * * * *
A=
1 1 1
vN VN VN VN



Zum Beispiel erfiillt dies die sogenannte Helmert-Matriz mit folgender Gestalt:

1 1

s 0 !

1 1 —2 0

V6 V6 V6

e . ) .
1 1 1 ___ N-1
VN(N-1) /N(N-1) /N(N-1) N(N-1)

1 1 1 1

Die Orthogonalitit AAT = Iy lisst sich hierbei elementar nachrechnen. Nun wird
Vi = (Vi —p,...,Vy — )" als die zentrierte Version von V definiert. Dann hat
Vi ~ Ny (ON,] N02> eine N-dimensionale multivariate Normalverteilung. Ferner

definiert man die Zufallsvariablen Z = (Z;, ..., Zy)" durch:

Vi—p
Z=A-V.=A

Vv —n

Mit den Rechenregeln fiir die multivariate Normalverteilungen und der Orthogona-

litdt von A folgt dann:
Z~ Ny (A On, Alyo*AT) = Ny (o—fv AATo?) = Ny ((ﬁ Ino?)

Aus der Kovarianzmatrix von Z ldsst sich ablesen, dass die Zufallsvariablen 71, ..., Zn
unkorrelliert sind, was unter Normalverteilung dquivalent zur stochastischen Unab-
héngigkeit ist (Bauer (2002), S.263). Auferdem fillt auf, dass Vi und Z identisch
verteilt sind. Ferner soll (N — 1) durch Z dargestellt werden. Dabei ist die An-

wendung des Verschiebungssatzes niitzlich:

(N=1)5y =) (Vu =V =D (Va—p— (V.- p)
=SV~ (VR - ) (+)

Nun kann man die zwei entstandenen Summanden separat untersuchen. Fiir den



ersten Summanden ergibt sich die folgende Beziehung:

N N
> V=)=V V.=VJATAV, = (AV.) AV, =22 =) 7} (+%)
n=1 n=1

Hier geht erneut die Orthogonalitdt von A ein. Der andere Summand kann als Zy

dargestellt werden. Dabei geht die Gestalt der letzten Zeilen der Matrix A ein:
Vi—p
VN —

Nun sind alle Bausteine bereit gelegt, um die Aussagen (a) bis (c) zu zeigen:

Fiir (a) verwendet man die Resultate der Gleichungen (x) bis (x * %):

g
n=1
(k) 1 N Z2 Z2
T g2 Z n “N
n=1
N-1
_ Zn ’ 2
-3 (%)~
n=1

In der letzten Zeile werden die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen 71, ..., Zny_1 und
Zyn ~ N(0,0%) fiir n = 1,..., N — 1 ausgenutzt. Somit liegt nach Definition 2.1(a)
eine y?-Verteilung mit N — 1 Freiheitsgraden vor, womit (a) gezeigt ist.

Die Aussage (b) zeigt man, indem man 5% und V. umschreibt. Mit der Rechnung in

(a) ergibt sich fiir 03 die Gestalt:




und (x * x) liefert entsprechend:

— 1
V.= —Z2Zn + 1.
N N T M

Mit dieser Darstellung folgt die Unabhiingigkeit von 52 und V. dann direkt aus der
Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen 73, ..., Zy_1 und Zy, was (b) zeigt.

Zu (c) erweitert man zuniichst die zu untersuchende Zufallsvariable mit :

v, YN _
\/NV'AM: gl( - 1)
oy SV OV

und betrachtet Zahler und Nenner der rechten Seite getrennt. Der Zahler hat eine

N(0,1)-Verteilung, da V. ~ N <u, %) gilt. Den Nenner schreibt man um:

(N-1)3%,
~2 o2

o v=\V N1

(153

Nach der Rechnung aus (a) ist bekannt, dass “—% ~ x%_; gilt. Auferdem folgt

aus (b) die Unabhéngigkeit von Zé&hler und Nenner. Die zu untersuchende Zufalls-
variable hat also nach Definition 2.1(b) die Form einer ¢-verteilten Zufallsvariable
mit N — 1 Freiheitsgraden:
V. —
\/N a ~ tN—1~

=3
Oy

Damit ist auch die letzte Aussage (¢) gezeigt. O

Mithilfe des Lemmas liegen alle Hilfsmittel bereit den Einstichproben-t-Test zu for-
mulieren und zu zeigen, dass er ein vorgegebenes Signifikanzniveau unter der Null-

hypothese einhélt (siehe auch Sachs und Hedderich (2015), S.478f).

Satz 2.3 (Einstichproben-¢-Test).

Seien Vi, ..., Vy unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit V,, ~ N (1, 0?)



mit unbekanntem Parameter (p,0%) € R x Ry und gegebenem g € R. Ferner sei

VvV —
T(V)=T(Vi,...Vy) = VN 350
|4

die Teststatistik. Dann liefern folgende Entscheidungsregeln ¢ zu den gegebenen Hy-

pothesenpaaren jeweils Tests zum Niveau c:
(a) p(vy,...,oN) = ]l{|T(U)|>tN71,17%} mit Hy : = po gegen Hy = # o,
(b) ©(v1, .., ON) = Lir(o)>tn_11-a) Mit Ho: pp < pio gegen Hy @y > pug,
(c) o(v1, ..., un) = Lip)<tny_r.ay Mit Ho @ pp > po gegen Hy @ p < pu,
wobei ty o das a-Quantil der t-Verteilung mit N Fretheitsgraden sei.

Beweis. Beim Testverfahren (a) gilt unter der Nullhypothese p = pg. Daher gilt
V, ~ N(po,0?) fiir alle n = 1,..., N. Lemma 2.2 impliziert auferdem, dass die

Teststatistik unter der Nullhypothese t-verteilt mit N — 1 Freiheitsgraden ist:

Ty = VNLZFY Ly
(V)2

Nun wird bewiesen, dass unter der Nullhypothese die Wahrscheinlichkeit diese ab-

zulehnen hochstens « ist.

I
E“U
-2
e}
=

A

N
¥
n
N1}
——

C
—~—
=
=

vV

~
i
n
w[R

Man beachte, dass die Ereignisse in der zweiten Zeile disjunkt sind. Somit verhalt
sich die Wahrscheinlichkeit ihrer Vereinigung additiv.

Nun erfolgt der Beweis von (b). Sei 1 aus dem Annahmebereich mit der Eigenschaft

10



i < - Insbesondere gilt dann pg — p > 0. Man berechne nun den Fehler erster Art:

Pup(V)=1)=P,(T(V) >tn-11-0a)

V. —
= PM <\/N Ho > tN—l,l—a)

=)
Oy

V. — _
=P, | VN—— ,A—QM >1iN_11-at Ho A2M
——

>0

An dieser Stelle soll ausgenutzt werden, dass pg — pu > 0 gilt, indem man in der
letzten Zeile den nicht-negativen Bruch weglisst. Dadurch wird die untere Schranke
der Ungleichung kleiner, wodurch die betrachtete Ereignismenge und damit auch die

Wahrscheinlichkeit vergrofert wird. Insgesamt folgt also

V. —
Pp(V)=1)< P, <¢N s tN_M_a) =
Oy

Die letzte Gleichheit folgt aus Lemma 2.2. Damit halt auch das zweite Testverfahren

das Signifikanzniveau ein. Der Beweis fiir Test (c) geht analog. O

Nun folgt die Konstruktion des Zweistichproben-t-Tests aus den bisherigen Ergeb-
nissen. Die Grundidee dieses Testverfahrens ist der Vergleich von den unbekannten
Mittelwerten zweier Stichproben, indem ihre Abweichungen durch die beobachten
Stichprobenmittel bestimmt und passend standardisiert werden. Fiir ein festes, be-
kanntes A € R, das der vorgeschlagenen Differenz der Mittelwerte entspricht, wird

folgendes Hypothesenpaar formuliert:

Hy:pg —po = A gegen Hy:pg — g # A. (4)

In den meisten Féllen ist man an einem generellen Unterschied der Mittelwerte
interessiert und setzt dann A = 0. Dann lésst sich das Hypothesenpaar in folgender

anschaulichen Weise umformen:

Hoy:po = p2 gegen Hi:pn # po. (5)

11



Erneut wird Lemma 2.2 benétigt, um fiir einen Zweistichproben-t-Test zu zeigen,
dass er ein vorgegebenes Signifikanzniveau einhélt. Auflerdem miissen die geschétz-
ten Varianzen beider Stichproben geeignet kombiniert werden. Zu den Zufallsva-
riablen X1, ..., Xy, bzw. Y7,..., Yy wird jeweils eine Realisation fiir die Stichprobe
betrachtet. Die empirischen Varianzen beider Stichproben 5% und 0% aus dem Lem-

ma 2.2 werden verwendet, um die gepaarte empirische Varianz 6% y zu erhalten:

~ 1 ~ ~
Ug{,Y = m ((M — 1)0’%{ + (N — 1)0')2/)

Die kombinierte empirische Varianz lasst sich im Wesentlichen durch die Unabhén-

gigkeit der beiden Stichproben motivieren. Zunéchst miissen die Vorfaktoren ﬁ

L

bzw.

eliminiert werden damit die gesamte empirische Varianz beider Stichpro-
ben sinnvoll zusammengefasst werden kann. Die Varianz der Summe von Zufalls-
variablen entspricht der Summe der Varianzen der einzelnen Zufallsvariablen unter
Unabhéangigkeit. Nach diesem Konzept lasst sich die Berechnung der gepaarten em-
pirischen Varianz veranschaulichen. Die Zahl der Freiheitsgrade beruht darauf, dass

in den Stichproben bereits (M — 1) und (N — 1) Freiheitsgrade vorliegen. Dies ist

zu beachten damit die Teststatistik unter der Nullhypothese t-verteilt ist. Der Fak-
MN

M+ N

Relevanz-Tests als Abkiirzung verwendet (Sachs und Hedderich (2015), S.508f).

tor K = wird im Folgenden bei allen Zweistichproben-t-Tests und den

Satz 2.4 (Zweistichproben-t-Test).
Seien V.= (W1, ..., Vi), W = (W, ..., Wy) unabhdingige Zufallsvariablen mit V,, ~
N (py,0?) firm =1,..., M und W,, ~ N (o, 0?) fiir n = 1,..., N mit unbekannten

Parametern (py, 2, 0%) € R x R x Ry und gegebenem A € R. Ferner sei

.
T(V,W) =K

die Teststatistik. Folgende Entscheidungsregeln p(v,w) = @(vy, ..., v, W1, ..oy W)

liefern zu den gegebenen Hypothesenpaaren dann jeweils Tests zum Niveau o:

(a) o(v,w) = ]]-{|T(v,w)|>tM+N_271_%} mit Ho @ pn — po = A gegen Hy @ g — pg # A,

12



(b) (v, W) = L) >tarin_oi_a) Mit Ho: py — pp <A gegen Hy @i — pig > A,
(c) ©(v,w) = Lir(ow)<trrsn_sa} Mit Ho: py — p2 > A gegen Hy @ py — pp < A,
wobei ty o das a-Quantil der t-Verteilung mit N Fretheitsgraden sei.
Beweis. Zunéchst wird die Aussage (a) bewiesen. Die Verteilung der dort angege-
benen Zufallsvariable wird schrittweise bestimmt. Folgende Verteilungseigenschaft
ergibt sich aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen

S — o? o oM+ N
V—WNN<M1—N27M+N>—N<N1—,U27U WN )

| MN
Es sei an die Abkiirzung K := LN zur Normierung der Varianz erinnert.
Erweitert man die Teststatistik mit % ergibt sich fiir ihren Z&hler

K
— (Vo= W= (i = p12)) ~ N0, 1),
Andererseits folgt fiir den Nenner der Teststatistik 7'(V, W) nach Erweitern:

T 1 i V,— V. Zi W, — W\
o M+ N -2 — o o ’

n=1
N 7
-

o2
XM+N—2

wegen Lemma 2.2(a) durch die Unabhéngigkeit von V' und W. Schlieflich liefert
Lemma 2.2(c) die ¢t-Verteilung der Teststatistik 7'(V, W) unter der Nullhypothese.
Zu (b): Man betrachte dazu Parameter p = (1, po) unter der Nullhypothese mit
p1 — po < A bzw. A — (ug — pe) > 0. Fiir den Fehler erster Art gilt:

V.—-W.— A
PM(T(V7 W) > tM+N—2;1—a> = B, (K A—2 > tM—i—N—Q;l—a)
ov,w

VT (g — A (o
_p, (K (p1 — p2) S taron ot ot K (1 M2)>

~9 ~2
\/ Tvw Oy,w

-

|¥<

<K7—W—(M1—M2)

>t N-21-a | = Q.
52
V,W
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Der Beweis von (c) geht analog. O

2.2 Zweistichproben-Relevanz-i-Tests

Nun werden drei Testverfahren vorgestellt, die als Relevanz-t-Tests bezeichnet wer-
den, da sie aus den ¢-Tests in Abschnitt 2.1 konstruiert werden. Zur Erinnerung wird

das Hypothesenpaar des Relevanz-Tests mit Relevanzparameter § < 0 angegeben:
Ho:|pn — po| <9 gegen Hy:luy — po| >0 (H)

2.2.1 Konfidenzintervall-Exlusion

Die erste Methode zur Konstruktion eines Relevanz-t-Tests beruht auf die Verwen-
dung eines Konfidenzintervalls fiir A = p1; — i zum Konfidenzniveau 1 — a. Uber-
deckt die Bereichsschitzung nicht den Nicht-Relevanzbereich [—d, 4], so kann die
Nullhypothese (H) zum Niveau « abgelehnt werden. Letztere Aussage soll nun im
Folgenden nachgewiesen werden. Das verwendete Konfidenzintervall fiir A = p; — o
wird in Satz 2.5 hergeleitet.

Der hier gewiihlte Ansatz entspricht einer analogen Uberlegung, die zur Konstruktion
von Aquivalenztests mittels Konfidenzintervall-Inklusion verwendet wird (Schuhma-
cher und Schulgen (2002), S.109f). Bei diesem Ansatz muss [—d, 6] vom Konfidenzin-
tervall (umgekehrt zu Relevanz-Tests) eingeschlossen werden, um die Nullhypothese
abzulehnen. Analog wird folgender Ansatz zur Konstruktion des Relevanz-Tests da-

her Relevanz-Tests mittels Konfidenzintervall-Exklusion bezeichnet.

Satz 2.5 (Konfidenzintervall des Zweistichproben-¢-Test fiir A).

Seien Vi, ..., Var, Wi, ..., Wx unabhingige Zufallsvariablen mit V,, ~ N(uy,0?) fiir
m = 1,..M und W,, ~ N(uz,0?) fiir n = 1,...,N mit unbekannten Parame-
tern (p1, 2, 02) € R x R x Ry. Dann erhill man fir A = py — po ein (1 — «a)-
Konfidenzintervall durch

ov,w
K )

ov,w

K

V.—W. - tMyN—2,1-2 Vo—W.+ tMyN—2,1-2
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wobei Gy = /0%y ist.

Beweis. Sei i = (u1, pio) der wahre Parameter mit 1y — us = A. Zu zeigen ist, dass
obiges Konfidenzintervall das Konfidenzniveau 1 — « fiir A einhélt. Dazu werden die

Ungleichung soweit umgeformt, sodass die Teststatistik aus Satz 2.4 vorliegt.

_ Gvw — ovw
P, (V- — W —tnin-—21-2 % SA<SV. - W tinin-o1-2 T)
V.-W.—-A
=P, <—75M+N—2,1—‘; <-K——< tM+N—2,1—g>
agv,w
V.—-W. - A
= P,u (tMJer,lg > -K——2> tM+N2,‘2’>
ov,w

Man beachte —frrin-21-2 = tyin—2,2 und dass in der letzten Zeile T(X,Y) ~

tareN_o ausgenutzt wird. O

Das hergeleitete Konfidenzintervall erlaubt nun die Konstruktion eines Relevanz-

Tests zum Niveau «.

Satz 2.6 (Zweistichproben-Relevanz-t-Test durch Konfidenzintervalle).

Seien Vi, ..., Var, W1, ..., Wx unabhingige Zufallsvariablen mit V,, ~ N(u1,0?) fiir
m = 1,... M und W,, ~ N(ua,0?) fiir n = 1,..., N mil unbekannten Parametern
(p1, 12, 0%2) € RxRx Ry. Ferner seien Uyyw bzw. Oy die untere bzw. obere Grenze

des Konfidenzintervalls aus Satz 2.5

N — ov,w
Urw :=V. = W. —tyyn_21-a/2 K

NE— ovw
Ovw =V. = W. +tyin-21-a/2 7

zum Konfidenzniveau 1 — «o. Dann liefert die Entscheidungsregel

SO(/U’ w) - (10(/01’ Y ’UM? wl’ Y wN) - 1{{Uv,w>5}u{ov,w<—5}}

fir das Hypothesenpaar Hy : |p1 — po| < 6 gegen Hy : |y — pa| > 0 einen Test zum

Niveau «.
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Beweis. Sei = (u1, pto) aus dem Annahmebereich, d.h. [py — po| < § gilt. Es muss

gezeigt werden, dass der Fehler erster Art fiir alle u durch « beschriankt ist:

P (e(V,W) =1) =P, {Uvw > 6} U{Ovw < —0})

= PH (UV,W > 5) —i‘P'u (OV,W < —(S)

Da der Nicht-Relevanzbereich [—d,d] entweder durch die untere Schranke der Be-
reichsschitzung iiberschritten oder durch ihre obere Schranke unterschritten wird,
kann im letzten Schritt die Disjunktheit der Ereignisse verwendet werden. Man zeige

nun fiir beide Wahrscheinlichkeiten, dass sie durch § beschrénkt sind.

T i
By (Uvw > 0) = P, (V =W —tyyn—21-a/2 LAUSES 5)

K
V.—W.=9§
=P, (KA— > tM+N—2,1—a/2>
ov,w

V.—W. = (u — — ts) — 6

— P/J, (K( _ (:ul /LQ) + (:ul AM?) > > tM-]—N—Q’l—a/Q) )
ov,w ov,w
— ——
<0

Aus der Annahme 1y —po < 6 folgt 13 —po—0 < 0. Entfernt man den Term pg —ps—46
aus dem Zéahler in der letzten Wahrscheinlichkeit, so wird die Ereignismenge und
damit die Wahrscheinlichkeit vergrofert. Ferner besitzt der restliche Ausdruck nach

Satz 2.4 folgende Verteilung unter der Nullhypothese:

Vo= W. = (11 — pia)

UV,W

K

~lpyeN—2-

Daraus ergibt sich das gewiinschte Teilresultat:

Vi—W. — (-

e

=~ > tM+N—2,1—a/2) =
ov,w

Die Argumentation fiir die andere Wahrscheinlichkeit verladuft analog:

Vi—W. — (u2 — — 1) +9
P, (Oyy < —8) = P, (K< e m ) | (2 — ) )<tM+N—2,a/2)

ov,w ov,w

Nach Annahme gilt po — 1y > —0, was pus — py + 6 > 0 impliziert. Entfernt man
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diesen Term im Zéhler, so wird analog wie oben die Wahrscheinlichkeit vergréfert:

V.—W. — — «
P, (Oyw < —=0) < P, (K = (k2 = 1) < tM+N2,a/2) =5
ov,w 2

Dabei geht hier erneut Satz 2.4 ein. Die Zusammensetzung beider Teilresultate lie-

fert, dass der Fehler erster Art durch o beschriankt ist. 0]

Die Grenzen des Konfidenzintervalls aus Satz 2.5 konnen fiir die Konstruktion eines
Relevanz-Tests mit Konfidenzintervall-Exklusion verallgemeinert werden.

Fiir ag, a2 € (0, a) seien

=

v T 8V,W
UV,W(Oél) =V.-W. — t]V[JerQ,lfalT und

Ovw(ag) :=V. = W. + 75M+N—2,1—aQUVT’W,
wobel a1 + ay = « gelte. Ersetzt man in Satz 2.6 die Grenzen Uy w und Oy durch
Uyw (a1) und Oy (ae), so erhélt man ebenfalls einen Relevanz-Test zum Niveau a.
Der Beweis dazu geht vollstédndig analog. Tm Fall von Satz 2.6 sind a; = ap = §. Da-
durch lassen sich die beiden moglich vorkommenden Lageunterschiede unterschied-
lich stark gewichten. Fiir a; — 0 bzw. ap — 0 ergibt sich ein zu einem der einseitigen

t-Tests aus Satz 2.3 dquivalenter Test.

Zum Abschluss zur ersten Variante des Relevanz-t-Tests soll der Fall fiir § = 0 be-
trachtet werden. Die Entscheidungsregel des Tests 2.6 besitzt dann folgende Gestalt

o(v,w) = ]l{{Uv,w>0}U{Ov,w<0}} - ]l{ogg[Uv,w,OU,w]}'

Diese Entscheidungsregel untersucht die Fragestellung, ob der Parameter A = 0 im
realisierten Konfidenzintervall aus Satz 2.5 enthalten ist. Das wiederum entspricht
dem Testproblem aus Satz 2.4 geschrieben als duales Testproblem mittels Konfi-
denzintervall (Czado und Schmidt (2011), S.157f). Der Relevanz-Test ist fiir den
Fall 6 = 0 also entartet und entspricht einem {iblichen Zweistichproben-t-Test ohne

Relevanzbereiche.
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2.2.2 Multiple Hypothesen

Ein weiterer elementarer Ansatz ist die Auflésung der Hypothesen in zwei Teilhy-

pothesen, die man dann jeweils separat untersucht:

Ho:|pn —po| <6 gegen Hi:lug — po| >4 (H)
Hél) D — pe <6 gegen Hgl) Dy — g >0 (HW)
HéQ) Spe —pp <0 gegen ng) Sl — >0 (H®)

Die beiden Teilhypothesenpaare H® fiir i = 1,2 konnen jeweils mit einem einsei-
tigen Zweistichproben-t-Test mit A = § getestet werden. Dadurch wird aus einem
zweiseitigen Hypothesenpaar ein multiples Testproblem mit jeweils zwei einseitigen
Hypothesen generiert.

Man lehnt die globale Nullhypothese Hy ab, falls H" oder H'” abgelehnt werden.
Das Signifikanzniveau wird im multiplen Testverfahren jeweils adjustiert, um einen
inflationdren Effekt auf den Fehler erster Art zu verhindern. Das globale Signifi-
kanzniveau «, das fiir das gesamte Testverfahren (H) eingehalten soll, muss in den
Teilhypothesen (H®) fiir 4 = 1,2 verkleinert werden. Das jeweilige adjustierte Si-
gnifikanzniveau a® zur Teilhypothese (H®)) heifit lokales Signifikanzniveau.

Ein Weg zur Adjustierung ermoglicht die Bonferroni-Methode. Dabei werden das
lokale Signifikanzniveau durch die Anzahl aller durchgefiihrten Tests dividiert; hier

also durch ¥ = ¢ fiir i = 1,2 (siehe auch Sachs und Hedderich (2015), S.568ff).

Satz 2.7 (Multipler Zweistichproben-Relevanz-t-Test).
Seien Vi, ..., Var, W1, ..., Wx unabhingige Zufallsvariablen mit V,, ~ N(u1,0?) fiir
m = 1,... M und W,, ~ N(pa,0?) fiir n = 1,..., N mil unbekannten Parametern

(p1, po, 0%) € R x R x Ry.. Ferner seien

—W.—9

T(l)(V, W) = K%
ov,.w

TOW, W) = KW‘:—H
ov,w

die Teststatistiken fiir das Hypothesenpaar (HWY) bzw. (H®)). Dann liefert die Ent-
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schetdungsregel

V,W) = Viy ey Upr, W1y ooey WN ) =
90< ) ) 90( PEEES) ) PEEES) ) {{T(l)(va)>tM+N—2,1_%}U{T(2>(U1w)>t1\/I+N—2,1—%}}

fir das Hypothesenpaar Hy : |p1 — po| < 6 gegen Hy : |y — pa| > 0 einen Test zum

Niveau o.

Beweis. Sei pn = (p1, o) ein Parameter mit der Eigenschaft |pu; — po| < 6. Man

schitze nun den Fehler erster Art gegen « ab:

Bu(o(V,W) =1) = B,({TW(V,W) > targn-o1-s } U{TP(V,W) > tarin-21-2})

< PUATVOWVW) > targn-21-2) + Pu(TOV, W) > tarin-a1-2).

9

IN

R
IN

o
2

Die beiden Summanden entsprechen exakt den Summanden aus dem Beweis von
Satz 2.4(b), da die Untersuchung der Teilhypothesen genau diesem Test entsprechen.
Daraus ergibt sich die Beschranktheit durch a. 0

Die Bonferroni-Methode ist nicht die einzige Moglichkeit zur Adjustierung des Si-
gnifikanzniveaus beim multiplen Testen. Man kann beide Teilhypothese auch durch
unterschiedliche lokale Signifikanzniveaus oy, o € (0, ) mit oy + e = « ersetzen.
Vergleicht man in Satz 2.7 die Teststatistiken 7 statt mit dem 1 — 5-Quantil mit
dem 1 — o;-Quantil fiir ¢ = 1,2, so ergibt sich auch ein Relevanz-Test zum Niveau
a. Dies kann man analog wie in Satz 2.7 beweisen.

Der Relevanz-t-Tests aus Abschnitt 2.2.1 mit Konfidenzintervall-Exklusion und 2.2.2
durch multiple Hypothesen weisen Ahnlichkeiten auf; beispielsweise besitzen beide
Entscheidungsregeln eine disjunktive Form (Oder-Verkniipfung). In der Tat kann
man leicht die Aquivalenz der Testverfahren nachrechnen. Die Aquivalenz von zwei
Tests bedeutet, dass die Testverfahren immer zu gleichen Entscheidungen fiihren.
Um das einzusehen, formt man die Entscheidungsregel des Testverfahrens aus Satz

2.6 in die Entscheidungsregel in Satz 2.7 um. Exemplarisch wird dies fiir den ersten
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Fall gezeigt.

UV,W >0
o VoW tarnogna W < 5
El 2 K
V.—W. -6
S K— > tM-',—N—Z,l—%
ov,w

-~ T(l) (V, W) > tM+N_271_%

Die Aquivalenz: Oyw < =0 & TV, W) > tam+N—2,1—2 zeigt man analog. Daraus

2

folgt die Aquivalenz der Testverfahren in 2.2.1 und 2.2.2.

Abschliefsend soll der entartete Fall fiir 6 = 0 untersucht werden. Dieser ergibt
dann ebenso einen Zweistichproben-t-Test ohne Relevanzbereich mit Differenzpara-
meter A = 0. Das sieht man ein, indem man in die Teststatistiken 7 (V, W) und

T@(V,W) den Relevanzparameter § = 0 setzt. Die Entscheidungsregel aus Satz 2.7

=1
SO(U’ w> {{T(l)(vvw)>tlw+N—2,1f%}U{T(Q)(vvw)>tA{+N72,lf% }}
ist genau dann 1, falls
T(l)(v,w) > tyyN-21-2 oder T(Q)(v;w) > tyyn-21-2 gilt.

Es gilt —TW (v, w) = T (v, w) wegen § = 0. Die Aussage ist dann dquivalent zu

T(l)(v,w) > tyyN-21-2 oder — T(l)(v;w) > tyyN-2,2 bzw.

T (v, w)| > tM+N-2,1-2

Das entspricht genau der Entscheidungsregel aus Satz 2.4(a). Alternativ hétte man

dies mit der Aquivalenz zum Test aus Satz 2.2.1 begriinden kénnen.
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2.2.3 Verwendung der dezentralen t-Verteilung

Fiir den letzten Ansatz zur Gewinnung eines Zweistichproben-Relevanz-t-Tests wird

die dezentrale t-Verteilung eingefiihrt (Sachs und Hedderich (2015), S.289f).

Definition 2.8 (Dezentrale t-Verteilung).
Eine Zufallsvariable Zx heifit dezentral-t-verteilt mit N Freiheitsgraden und Nicht-
zentralititsparameter §, kurz: Zn ~ tn(0), falls es zwei zueinander stochastisch

unabhingige Zufallsvariable V-~ N(0,1) und Wy ~ X3 gibt, sodass

Iy =

gilt.
W

N

Fiir 6 = 0 ergibt sich insbesondere die iibliche ¢-Verteilung. Die dezentrale t-Verteilung
bildet einen formalen Bestandteil im néchsten Satz. Eine analoge Ausfiihrung fiir
Aquivalenztests wird in Wellek (2010), S.129ff. dargestellt. Die Darstellung des nach-
folgenden Relevanz-Tests ist an Miiller und Denecke (2013), S.223ff angelehnt.

Satz 2.9 (Zweistichproben-Relevanz-t-Test).
Seien Vi, ..., Var, Wi, ..., Wx unabhingige Zufallsvariablen mit V,, ~ N(uy,0?) fir
m = 1,..., M und W,, ~ N(ua,0?) fiir n = 1,..., N mit unbekannten Parametern

(p1, p2,0?) € R X R x Ry und gegebenem 6 > 0. Ferner sei

V.- W.
T(V, W) = T(Vl, s Vg, W, ...,WN) =K —
ov,w

die Teststatistik. Dann liefert die folgende Entscheidungsregel

©(v, w) = (V1 ey Var, Wiy oo, WN) = Lfr(o,w)>ea} 20m Hypothesenpaar

Hoy i |1 — po] <00 gegen Hy @ |pp — pe| > oo
ein Test zum Niwveau o, wobei c, € R folgende Gleichung erfiillen soll
a=1—F(c,) + F(—ca)

und F' die Verteilungsfunktion der dezentralen t-Verteilung mit M + N —2 Freiheits-
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graden und Nichtzentralitdtsparameter K¢ ist.

Beweis. Sei = (p1, 2) ein Parameter aus dem Annahmebereich, das heifst | —
p2| < do. Zu zeigen ist, dass der Fehler erster Art durch das Signifikanzniveau «

beschriankt wird. Der Beweis wird in zwei Schritte gegliedert:

1. Man zeige, dass die Giitefunktion E,(p) beziiglich p; — po ein monoton wach-

sendes bzw. fallendes Verhalten fiir iy — ps > 0 bzw. p; — po < 0 aufweist.

2. Mit Schritt 1 geniigt es dann zu zeigen, dass der Fehler erster Art auf dem
Rand des Annahmebereichs, also Parameter mit |pu; — po| = do, genau das

Signifikanzniveau « ist.

Schritt 1: Zunéchst werden folgende Notationen eingefiihrt:

M = M(V,W):=K(V.—W.) und
S = S(V, W) = /O-\V,W-

Dann lésst sich die Teststatistik durch T(V, W) = % darstellen. Nun ist zu zeigen,
dass fiir den Aspekt a(p) = p1 — po mit a(p) > 0 die Giitefunktion E,(y) in dem
Sinne monoton wachsend ist, dass fiir a(u) < a(p*) folgendes Wachstumsverhalten
E,(p) < E,«(p) fiir entsprechende p, p1* aus dem Annahmebereich vorliegt (Fall 1).
Analog soll fiir a(p) := 1 —pe < 0mit a(p) < a(p*) < 0 gelten, dass ein abfallendes
Verhalten mit E,(p) > E,-(p) vorliegt (Fall 2).

Zum Beweis beider Fille wird als Vorbereitung die Giitefunktion in eine andere

Darstellung iiberfiihrt:

Eu(p) = Bu(IT(V,W)| > ca)

M
=5 (|5]>
:/ ]l{ m > ca} dP,, m,5)(m, s),
RxR. S

wobei P, (y,s) die gemeinsame Verteilung von M, S beziiglich dem Parameter 1 sei.

Die gemeinsame Verteilung lasst sich durch P, ns) = Py ms ® P s als bedingtes
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Produktmaf schreiben (Klenke (2006), S.178). Damit lasst sich die obige Rechnung

fortsetzen

m
= 1
/RXR+ { S
:/ /:ﬂ_{ T > Ca} dPM7M‘S:8(m)dPM75(S)
R+ JR
:/ P, (‘%‘ >0 | S = s) dP, s(s).
R+

$
Man beachte die Verwendung des Satzes von Fubini (Klenke (2006), S.265), um zur

> Ca} d(Pymis=s @ Pus)(m, s)

zweiten Zeile zu gelangen. Ferner gilt nach Lemma 2.2, dass M und S stochastisch
unabhéngig sind. Daher lasst sich die Bedingung in der bedingten Wahrscheinlichkeit

im Integrand einsetzen, da sie unabhangig von M ist:

_ /R+ P, (‘% > ca> AP, 5(s)
QS i ST

Weiterhin gilt (M — a(p)) ~ N(0,1), wenn p der wahre Parameter ist. Die obigen
Ereignisse konnen durch P,(£(M —a(p)) < (sca —a(p))) bzw. Pu(:(M —a(p)) <
1

g

(—sco — a(p))) dquivalent dargestellt werden, sodass die Zufallsvariablen einer

Standardnormalverteilung folgen:

_ /R (1 — <§ (5C0 — a(,u))) Iy G (—5Co — a(u)))) dPus(s), (D)

~~

=:9o,s(a(u))

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung sei. Fiir den ersten
Fall muss nun gezeigt werden, dass fiir a(p) < a(p*) die Funktion g, s(a(u)) monoton
wachsend ist. Dann wiirde mit (I) folgen, dass E,(¢) < E«(p).

Sei f die Dichtefunktion der Stanardnormalverteilung. Die Monotonie von g, s wird
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mithilfe ihrer Ableitung gezeigt:

(2 (5 tsea = atu) = @' (3 (=560~ ) )

(7(5 tsea = at)) = (5 (=50 = ali))))

R (exp (_ (s¢a ;;(u»?) e (_ (—Sca2;2a(u))2>)

= o (o (SR e (e gR) ) 2

Die Behauptung, dass letzterer Ausdruck grofer 0 ist, lasst sich elementar durch

dgos(a(p)) _
da(p)

Alm Qlm

Aquivalenzumformungen nachpriifen. Man beachte dazu, dass o, s, ca, a(t) > 0 sind:

exp (-M) é exp (_M)

202 202
!

& (sca —a(u))® < (sca +alu))?

& (sca)’ = 2scqa(p) + a(p)® < (sca)® + 2scaa(n) + a(p)?

!
& 0 < dscqalp),

wobei letzte Aussage wegen der Bedingungen an die Parameter wahr ist und gefol-
gert werden kann, dass ¢, s monoton wachsend fiir positive a(u) ist.

Der zweite Fall kann analog fiir das umgekehrte Relationszeichen nachgerechnet
werden. Es ergibt sich 0 é 4sca(p), was eine wahre Aussage ist, da a(u) < 0 ist.
Daraus folgt, dass g, fiir negative a(p) monoton fallend ist. Aus (I) folgt dann:
Eu(p) 2 Ep-(p), falls a(p) < a(p”) < 0.

Schritt 2: Nun wird gezeigt, dass auf dem Rand der Nullhypothese |1 — po| = do

das Signifikanzniveau « exakt eingehalten wird. Sei a(u) = 1 — po = do. Der Fall
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(1 — i = —oo kann genauso bewiesen werden. Es gilt:

(‘Kv W, >Ca) :PM<KV.—W.:a(u>+a(u)‘ >Ca)

ov,w ov,w
—W.— 5
_P#<KV W. —afp) + 60 >ca>

JV,W

(%(V—W (1) + Ko >

=P, = > Co |-
ovV,W

Da E(V.—W.—a(un)) ~ N(0,1) ist, folgt unter Verwendung von Lemma 2.2, dass der
linke Ausdruck (ohne Betriige) einer dezentralen ¢-Verteilung mit Nichtzentralitéits-

parameter K9 folgt. Schliefslich l&sst sich die Wahrscheinlichkeit wie folgt umformen:

_1_»p, (g(v—WA au) + K6 _ CQ)

oy,

=

g

Yy <§<V—W a(p)) + K6 . _Ca> .

S)
S

v,
o

wobei die letzte Gleichheit nach Definition von ¢, gilt. Wegen der nachgewiese-
nen Monotonieeigenschaft der Giitefunktion aus Schritt 1 ist der Fehler erster Art
fiir beliebige a(p) mit 0 < a(p) < do durch a beschrinkt. Analog nutzt man die
Monotonieeigenschaft, um nachzuweisen, dass der Fehler erster Art fiir a(u) mit
—d0 < a(p) < 0 durch a beschrénkt, womit gezeigt ist, dass der Test das Signifi-

kanzniveau « einhilt. O

Es werden nun einige Bemerkungen zur Anwendung dieses ¢-Tests geliefert.

Konsequenzen bei falscher Wahl der Varianz

Im Vergleich zu den anderen beiden ¢-Tests ist fiir einen festen Relevanzparameter
0 > 0 das Hypothesenpaar zusitzlich von der unbekannten Standardabweichung
o abhingig. Hat man keine Informationen iiber die Standardabweichungen, weif}
man bei der Anwendung dieses Tests nicht, welches Hypothesenpaar man tatséch-
lich untersucht, da man ein zur Standardabweichung passenden Relevanzparameter
0 wahlen muss. Es kann problematisch sein, wenn man die Standardabweichung zu

stark unter- oder iiberschétzt, da so ¢ auch verzerrt wird.
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Unterschitzt man die Varianz, so ist der eigentlich untersuchte Nicht-Relevanzbereich
[—9, 8] grofer. Der Test wird dann zum vermeintlichen Hypothesenpaar seltener ab-
lehnen, da ein groferer Nicht-Relevanzbereich als nétig iiberschritten werden muss.
Uberschiitzt man die Varianz, passiert das Gegenteil. Der wahre Nicht-Relevanzbereich
ist kleiner, wodurch man haufiger zum vermeintlichen Hypothesenpaar ablehnt. Vor
allem letzteres filhrt dann im Allgemeinen zu einem Nichteinhalten des Niveaus

unter dem vermeintlichen Hypothesenpaar.

Berechnung von ¢,
Der Wert ¢, = ¢o(M, N, 0, a) muss zur Anwendung des Tests bestimmt werden. Er
hingt von der Summe der Stichprobenumfinge M + N, dem Relevanzparameter

und dem Signifikanzniveau o ab. Nach Definition ist c, eine reelle Zahl, sodass

|

a=1—-F(cy) + F(—ca)

& Oél—F(ca)+F(—ca)—a

gilt. Dabei ist F' die Verteilungsfunktion der dezentralen ¢-Verteilung mit M + N —2
Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter K 9. ¢, ist eindeutig, da die Funktion
g(c) :=1— F(c)+ F(—c) — a streng monoton fallend ist. Das sieht man ein, indem
man die Ableitung ¢'(c) = — f(c) — f(—c) betrachtet, wobei f die Dichtefunktion zur
Verteilungsfunktion von F' ist. Da die Dichtefunktion strikt positiv ist, also f(c) > 0
fiir jedes ¢ € R gilt, ist ¢’(¢) < 0 fiir jedes ¢ € R. Ferner ldsst sich ¢, somit als

folgendes Minimierungsproblem mit eindeutiger Losung schreiben:

Co i=argmin |1 — F(c) + F(—c) — al.
ceR

Die Existenz der Losung ist gewéhrleistet, da o € (0,1) und die stetige Funktion
1— F(c)+ F(—c) Werte zwischen (0, 2) fiir ¢ € R annimmt. Mit der R-Funktion pt ()
kann die Verteilungsfunktion der dezentralen t-Verteilung iiber ncp zur Angabe des
Dezentralitdtsparameters berechnet werden. Der kritische Wert ¢, kann dann {iber
eine Optimierung bestimmt werden.

Die Tabelle 1 listet einige Werten fiir ¢, bei 6 = 1 und a = 0.05 und verschiedene
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Stichprobenumfinge M, N, die in Kapitel 3 der Arbeit verwendet werden.

Tabelle 1: Einige ¢, bei 6 =1, a = 0.05 und Gesamtstichprobenumfang M + N

Stichprobenumfang von M
(wobei: M = N) d 10 20 30 50 100 200

C0.05 1 3.962 | 4.303 | 5.094 | 5.759 | 6.846 | 8.882 | 11.789 |

Zum Abschluss soll der Fall § = 0 diskutiert werden. Auch hier wird sich der iibliche
Zweistichproben-t-Test ergeben. Man betrachte das Minimierungsproblem:

cq = argmin |1 — F(c) + F(—c) — af
ceR

Da K¢ = 0 ist, liefert F' die Verteilungsfunktion der zentralen ¢-Verteilung mit
M + N — 2 Freiheitsgrad. Die Symmetrie der zentralen ¢-Verteilung liefert:

¢ = argmin |1 — F(c) + (1 — F(c)) — qf
ceR

= argmin |2 — 2F(¢) — ¢

ceR
= argmin |1 — F(¢) — a
ceR 2

= tM4N-21-2,

wobei tarn-2;1-a das (1—%)-Quantil der t-Verteilung mit M + N —2 Freiheitsgraden
ist. Setzt man c, = EM+N-21-2 in die Entscheidungsregel aus Satz 2.9 ein, liefert

das gerade den Zweistichproben-t-Test aus Satz 2.4(a).

2.3 Zweistichproben-Relevanz-Tests basierend auf

Datentiefen

Die Einfiihrung der Relevanz-Tests basierend auf Datentiefen soll durch die Abbil-
dung 1 motiviert werden. In der Darstellung liegen zwei Lageparameter = (11, 112)
vor, um die unabhéngig, identische Realisationen von Zufallsvariabeln streuen (in
der Abbildung 1 mit Varianz o2 = % unter einer Normalverteilung). Dabei sei zu
beachten, dass die Parameter i, o unbekannt sind, sodass aus den Realisationen

auf die Lageparameter geschlossen werden muss.
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Abbildung 1: Fiinf Daten aus jeweils zwei Stichproben mit Mittelwert p; = 1 und
fo = 2 aus einer Normalverteilung mit Abstand 6 = 1 mit Varianz
o= % mit eingezeichneten Residuen und ihren Vorzeichen

Man betrachtet nun ein fixes Parameterpaar p, das im Nicht-Relevanzbereich zum
Relevanzparameter 0 liegt, also fiir 6 > 0 gelte |uy — o] < J. Das Verhalten der
Residuen fiir das ausgewéhlte Parameterpaar im Nicht-Relevanzbereich wird im Fol-

genden untersucht. Die Residuen seien dabei wie folgt definiert.

)
Tn firn=1,... M

Fir z, .= sei
| Yn—m1 firn=M+1,... N+ M

)

Tp — M1 firn=1,..,.M )
res(i, 2n) = fiir o= (1, p12) € R
| Yn—M1 = 1o firn=M+1,. . N+ M

Aus der Gestalt der Residuen konnen Informationen gewonnen werden, inwieweit
die gewahlten Lageparamtern den wirklichen entsprechen. Beispielsweise betrachtet
man quadrierte Summen der Residuen oder ihre Vorzeichen. Unter der Annahme,
dass die Fehler E, ..., Ejrn den Median 0 haben, erwartet man, dass fiir die wah-
ren Parameter ungefihr gleich viele positive und negative Vorzeichen der Residuen
auftreten. Dadurch kénnte man einen Vorzeichentest motivieren:

Man untersucht das Verhalten der Vorzeichen der Residuen fiir alle Parameterpaa-
re 1 im Nicht-Relevanzbereich. Liegen fir alle Parameter im Nicht-Relevanzbereich
untypische Verhéltnisse der Vorzeichen vor, so spricht das dafiir, dass die Parameter

(1 und po einen relevanten Unterschied besitzen.

28



Dieser Ansatz weist allerdings das Problem auf, dass man beliebige Parameterpaare
(1, o im Nicht-Relevanzbereich betrachten muss. Dadurch findet man immer ein
Paar im Annahmebereich, sodass die Nullhypothese nicht verworfen werden kann.
Weitere Details lassen sich in Abschnitt 2.3.4 zu diesem Ansatz nachlesen.

Eine andere Idee ist die Betrachtung von Vorzeichenwechsel der Residuen. Ziel ist
es nun ein Parameterpaar p im Nicht-Relevanzbereich zu finden, sodass mdoglichst
viele Vorzeichenwechsel generiert werden. Viele Vorzeichenwechsel sprechen fiir ei-
ne gute Anpassung des Lageparameters. Betrachtet man in Abbildung 1 das wahre
Parameterpaar und 6 = 1 als Relevanzparameter, so liegen zum Beispiel relativ vie-
le Vorzeichenwechsel vor. Die Annahme, F1, ..., ),y haben den Median 0, liefert
die Erwartungshaltung, dass die Hélfte aller benachbarten Datenpaare unter den
wahren Parametern ihre Vorzeichen wechseln sollten. Fiinf Vorzeichenwechsel ent-
sprechen demnach einer sehr guten Anpassung. Die Annahme, dass der Parameter
p = (1,2) im Nicht-Relevanzbereich liegen, wiirde man nicht ablehnen.

Wihlt man mit § < % kleiner, so lassen sich, wie in Abbildung 2 zu sehen, weni-
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Abbildung 2: Fiinf Daten aus jeweils zwei Stichproben mit Mittelwert pu; = 1 und

o = 2 aus einer Normalverteilung mit Abstand § = . mit Varianz

2
o= % mit eingezeichneten Residuen und ihren Vorzeichen

ger Moglichkeiten an Vorzeichenwechsel generieren, da die gewédhlten Lageparameter
ndher aneinander liegen miissen. Damit kann eventuell eine gute Anpassung der La-
geparameter nicht gewahrleistet werden. Existiert kein einziges Parameterpaar, das
viele Vorzeichenwechsel erzeugen kann, wiirde man die Annahme, dass die wahren

Parameter im Nicht-Relevanzbereich liegen, ablehnen.
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Die Schwierigkeit bei diesem Ansatz ist der Fall, wenn man die Nullhypothese ableh-
nen soll, da eine Nichtexistenz deutlich schwieriger nachzuweisen ist als eine Exis-
tenz. Fiir eine Nichtexistenz miissen alle infrage kommende Parameter im Nicht-
Relevanzbereich iiberpriift werden. Diese Hiirde erlaubt aber gerade, im Vergleich
zum oben genannten Idee eines Vorzeichentests, einen sinnvollen Tests beziiglich der

Vorzeichenwechsel zu konstruieren.

2.3.1 Die volle Dreiertiefe

Die Untersuchung der Vorzeichenwechsel kann durch verschiedene Groéfsen von Tu-
peln erfolgen. Man kann beispielsweise Paare, Tripel usw. von Vorzeichen der Resi-
duen betrachten. Betrachtet man die Vorzeichen aller moglichen unterschiedlichen
Residuen bis auf ihre Reihenfolge, so spricht man von einer vollen Tiefe. Im Folgen-
den wird fiir die Fehler E, ..., Ey. v zusétzlich eine stetige Verteilung angenommen,
sodass fast sicher kein Residuum gleich 0 ist. Unter dieser Annahme kann folgende

Definition eingefiihrt werden (Kustosz, Miiller und Wendler (2016)).

Definition 2.10 (Volle Daten-Tiefe).
Gegeben seien Realisationen zweier Stichproben xi,...,xa, Y1, ..., YN, auch ausge-
driickt durch z = (21, ..., 2y n) wie oben. Fiir ein gegebenes p = (uy, p2) € R?

werden folgende Mafizahlen eingefiihrt:
(a) Die volle (K + 1)-Tiefe fir K € N hat die Gestalt:
K+1

dyrny) (1, 2) = ﬁ > ( [T tres(, 20, (—1)F > 0}

K+1/ 1<ni<no<..<ng+1<M+N \ k=1

+ H ]l{res(u,znk)(—l)]€+1 > 0})

(b) Fiir den Fall K =2 ergibt sich die volle Dreier-Tiefe:

dyrn (1, 2) = (M% Z ( 1{res(u, an)(—l)'“ > 0}

3 ) 1<ni<ng<ns<M+N \ k=

+ [T a{res(u, 2, (-1)" > 0}) .

k=1
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Der Fall, dass Residuen gleich 0 sind, braucht nicht betrachtet werden, da dies fast
sicher wegen der stetigen Verteilung von Ey, ..., Fy4 n nicht auftritt. Streng betrach-
tet reicht es zu fordern, dass die P(res(u, Z,,) = 0) = 0 fiir beliebige p, z, gelten soll,
wodurch die Anforderungen an Fji, ..., Eyn abgeschwiicht werden koénnten (und
beispielsweise E, ..., Eyqn auch diskret sein diirfen).

Die volle (K + 1)-Tiefe entspricht der relativen Anzahl aller geordneten Tupeln von
Residuen der Groke K + 1, bei denen K Vorzeichenwechsel im Tupel vorliegen, in
Relation zu allen moglichen Tupeln bis auf Reihenfolge. Eine besondere Rolle spielt
die volle Dreier-Tiefe, da ihr asymptotisches Verhalten bekannt ist und somit zur

Konstruktion von Testverfahren genutzt werden kann.

Asymptotik der vollen Dreier-Tiefe und Konstruktion des Testverfahrens

Die Asymptotik der normierten vollen Dreier-Tiefe wird in Kustosz, Miiller und
Leucht (2016) fiir das AR(1)-Modell hergeleitet. Es kann aber auch auf andere Mo-
dellansitze, wie das hier betrachtete Zweistichproben-Modell fiir zwei verschiedene
Lageparameter, verwendet werden, da bei der Herleitung der Asymptotik lediglich
die Eigenschaften der Residuen beriicksichtigt werden. In der zitierten Quelle wird
fiir die normierte volle Dreier-Tiefe Ty n (11, Z) folgende Konvergenz in Verteilung

hergeleitet:

1

Trn(p, Z) :=(M + N) (dM+N(u, Z) - Z)

P33 (0)2—3/_2G(t)2dt
(MN)—oo 4 477 2/, '

Bei (G(t))ic[-2,29) = (G1(t), Ga(t))se—2,2) handelt es sich um einen zweidimensionalen,

zentrierten Gauf-Prozess mit folgender Kovarianzstruktur fiir s, € [—2, 2]

fol L—0505(r — 8) L0505 —t)dz fol L—0505(x —s)dr

Cov(G(t),G(s)) = 1
fo L—05,05(r —t)dx 1

Man beachte, dass die asymptotische Verteilung nicht von einem Zeitpunkt ¢t €
[—2,2] abhéngt, da iiber diesen Zeitbereich integriert wird und daher eine reellwer-

tige Zufallsgrofe bildet. Zur Konstruktion eines asymptotischen Tests kénnen somit
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die Quantile ¢, der asymptotischen Verteilung der normierten vollen Dreier-Tiefe
bestimmt werden. Die Quantile lassen sich in R mit dem Paket rexpar von Kus-
tosz und Szugat (2016) mit dem Befehl SimQuants () numerisch berechnen, um sie
fiir das Testverfahren in Satz 2.11 zu nutzen. Einige Quantile von praxisrelevanten

Signifikanzniveaus werden in Tabelle 2 aufgefiihrt.

Tabelle 2: Quantile der asymptotischen Verteilung fiir verschiedene Signifikanznive-
aus «
Signifikanzniveau « | 0.05 [ 0.01 | 0.001 |
Quantil g, -1.255 | -2.240 | -3.714 |

Satz 2.11 (Zweistichproben-Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe).

Seien X1, ..., Xy und Yy, ..., Yy beliebige, stetige Zufallsvariablen, die den Generalan-
nahmen aus Abschnitt 2 geniigen. Man beachte die Notation Z = (X,Y) fir die zu-
sammengefassten Stichproben. Sei das Hypothesenpaar Hy : |pu1—pua| < 0 gegen Hj :
lp1 — p2| > 0 mit Annahmebereich ©g := {p € R? | |1 — pa| < 0} gegeben. Folgende

Entscheidungsregel liefert dann einen asymptotischen Test zum Niveau o:

Man verwerfe Hy, falls sup Tyin(pt, Z) < qa-
HEOQ

Beweis. Man betrachte ein beliebiges ©* € ©y. Dann folgt

P (sup Trarpn(pt, Z) < qa) < Po(Tren (1, Z) < o) ——— @
HEBg (M+N)—o0

durch FEinsetzen von p* als Kandidaten fiir das Supremum. U

An dieser Stelle ist zu betonen, dass die Annahme med(E;) =0 firi=1,.... M+ N
entscheidend fiir die Asymptotik der Teststatistik ist.

Weiterhin sei zu erwéihnen, dass fiir den Fall der vollen Zweier-Tiefe mit K = 1
die asymptotische Verteilung in Kustosz und Miiller (2014) hergeleitet wurde und
der verschobenen und skalierten x*-Verteilung (1 — U) mit U ~ x3 entspricht.
Die Herleitung wird in der angegebenen Quelle fiir das AR(1)-Modell durchgefiihrt;
allerdings ist die Rechnung auch auf beliebige Modelle, die den Generalannahmen

geniigen und fast sicher Residuen ungleich 0 besitzen, iibertragbar. Ferner konnen die
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Quantile der normierten vollen Tiefe auch fiir K > 4 durch Simulationen berechnet

und weitere Testverfahren gebildet werden.

Geschwindigkeit der Asymptotik der vollen Dreier-Tiefe

Zum Abschluss soll die Asymptotik des Tests genauer untersucht werden. Bei zu
kleinen Stichprobenumfingen bildet das Testverfahren keinen sinnvollen Test, da er
nicht ablehnen kann. Dies hingt damit zusammen, dass bei zu kleinen Stichpro-
benumfingen keine Realisation der Teststatistik den kritischen Wert ¢, iiberhaupt
unterschreiten kann. Ziel ist es also den niedrigsten Stichprobenumfang zu finden,

bei dem der Test ablehnen kann. Man betrachte die Teststatistik

1

(M + N) (dM+N(Ma ) — Z) :

Fiir einen festen Stichprobenumfang wird der minimal annehmbare Wert der Test-
statistik mit ¢, verglichen. Die Teststatistik wird genau dann minimal, wenn die
volle Dreier-Tiefe dyrin(p,2) = 0 ist. Folgende notwendige Bedingung muss also

erfiillt werden damit das Testverfahren die Nullhypothese ablehnen kann:

M+ N ! !
- I < Qo = M+ N > —4q,

Fiir verschiedene typische Signifikanzniveaus « gibt die nachfolgende Tabelle 3 den
minimalen Stichprobenumfang an, sodass das Testverfahren iiberhaupt ablehnen
kann. Die Werte fiir die Stichprobenumfinge sind dabei auf die nédchste natiirliche
Zahl aufgerundet worden.

Signifikanzniveau « | 0.05 | 0.01 | 0.001

Stichprobenumfang
fiir M + N 69 B

Tabelle 3: notwendiger Stichprobenumfang M + N fiir ein gegebenes Signifikanzni-
veau « bei der vollen Dreier-Tiefe

Die notwendigen Stichprobenumfinge sind relativ klein. Allerdings beachte man,
dass die Asymptotik dennoch durch zu wenige Daten beeintrichtigt werden kénn-

te und hier lediglich Mindestanforderungen hergeleitet wurden. Weitere Details zur

33



Auswirkung des Stichprobenumfangs auf die Asymptotik und die Qualitit des Test-
verfahrens lassen sich in der Simulationsstudie in Kapitel 3 nachlesen.

Es sei zu betonen, dass die Berechnung der vollen Dreier-Tiefe fiir hohe Datenmenge

M+N

sehr hohe Rechenzeiten bendtigt, da insgesamt 2( 3

) Summanden auf ihre Vor-
zeichen iiberpriift werden miissen. Daher wird im Abschnitt 2.3.2 eine alternative,

weniger rechenintensive Datentiefe vorgestellt.

Zusammenhang zur Simplex-Tangent-Tiefe
In diesem Unterabschnitt soll ein Zusammenhang zwischen der vollen Datentiefe zur
Simplex-Tangent-Tiefe angegeben werden (siehe auch Kustosz, Miiller und Wendler

(2016)). Man betrachte folgendes Regressionsmodell
Yo = g(xn, V) + e, fiir n =1,..., N,

das durch einen K-dimensionalen Parametervektor ¥ € R in Abhingigkeit von
den beobachteten Datenpunkten (x1,41), ..., (zx,yny) beschrieben wird. Die Feh-
ler eq,...,ey seien Realisationen unabhingig, identisch verteilter Zufallsvariablen
Ei, ..., En. Ferner seien die Regressoren z1, ..., xy als Realisationen von Zufallsva-

riablen X1, ..., Xy zu interpretieren, sodass
X1 <...< Xy

fast sicher die angegebene Ordnungsstruktur erfiillt ist. Der Begriff der Tangent-
Tiefe, welcher unter anderem in Rousseeuw und Hubert (1999) und Mizera (2002)
eingefiihrt wird, hat die Idee der Betrachtung von Vorzeichenwechsel motiviert. Fiir

einen Parameter ¢ und z* = (21, ..., 2,41) ist sie definiert durch

1 0
dr(9,z") = K—qulelul%% # {n e{l,...K+1}| uT%res(ﬁ,zn)2 < O} ,
wobei res(¥, z,) = y, — g(zp, ) fir n = 1,...; N die Residuen seien. In Kustosz,

Miiller und Wendler (2016) wird im Theorem 1 gezeigt, dass unter gewissen Regula-

ritdten an die Regressionsfunktion g sich die Bedingung dr (9, z*) > 0 dquivalent zu
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alternierenden Vorzeichen der Residuen (mit der Zusatzannahme, dass die Residuen
fast sicher ungleich 0 sind) charakterisieren l&sst.
Die aus der Tangent-Tiefe abgeleitete Simplez- Tangent- Tiefe von ¥ in z* = (z1, ..., 2n)

ist wie folgt definiert:

1
dsin(9,2%) == > {dr(9, 2nys s Znge,,) > 0}
(K-‘rl) 1<ni<no<..<ng1<N
Besitzt das Regressionsmodell, die in Kustosz, Miiller und Wendler (2016) im Theo-
rem 1 dargestellte Regularitét, so liefert das (mit der Zusatzannahme, dass die Re-

siduen fast sicher ungleich 0 sind)

dSIM<797 Z*) = dN;(K)(Ua Z*),

d.h. die Simplex-Tangent-Tiefe und die volle (K + 1)-Tiefe sind dann identisch.
Dieser Zusammenhang gilt fiir viele Klassen von Regressionsmodellen, wie in Kus-
tosz, Miiller und Wendler (2016) gezeigt wird. Der hier dargestellte Zusammenhang
motiviert die Betrachtung von Vorzeichenwechsel zur Untersuchung von Regressi-
onstiefen, deren Urspriinge in der globalen Regressionstiefe und der Tangent-Tiefe
liegen. Insbesondere kann die Simplex-Tangent-Tiefe nun einfacher iiber die Vorzei-
chenwechsel berechnet werden. Sie kann aber auch innermathematisch bei Unter-
suchungen von asymptotischen Verhalten aus einer anderen Perspektive untersucht

werden.

2.3.2 Die vereinfachte Dreier-Tiefe

Statt alle Tupel zu untersuchen, werden bei der vereinfachten Tiefe lediglich benach-

barte betrachtet:

Definition 2.12 (Vereinfachte Tiefe).

Gegeben seien Realisationen zweier Stichproben xi,...,Ta, Y1, ...,YNn, auch ausge-
driickt durch z = (21,...,zp4n) wie oben. Fiir ein gegebenes pu = (uy, po) € R?
werden folgende Mafzahlen eingefiihrt: (siche auch Kustosz, Miiller und Wendler
(2016))
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(a) Die vereinfachte (K + 1)-Tiefe fir K € N hat die Gestalt:

1 M+N-K [/ K+1
Ay i) (s 2) = WMiN_K > ( [T 2{res(in, zan1)(=1)* > 0}
n=1 k=1

K+1
+ H 1{res(pt, znip_1)(—1)" > 0})

k=1

(b) Fiir den Fall K =2 ergibt sich die vereinfachte Dreier-Tiefe:

M+N-2 3
A3 n (s 2) = _ Y | T afres(i, zon—1)(—1)" > 0}
n=1 k=1

+ [ [ afres(i, zon—1) (=)' > 0}) .

k=1

Im Gegensatz zur vollen Dreier-Tiefe benotigt die vereinfachte Dreier-Tiefe lediglich

2(M 4 N — 2) Uberpriifungen und besitzt damit eine niedrigere Rechenzeit.

Asymptotik der vereinfachten Dreier-Tiefe und Konstruktion des Testverfah-
rens

Das asymptotische Verhalten der vereinfachten Tiefe ldsst sich mit einfacheren Me-
thoden nachrechnen als das der vollen Tiefe. Es gibt zwar Abhingigkeiten unter
den Summanden bei der Berechnung der vereinfachten Tiefe; jedoch bestehen zwi-
schen fritheren und spéteren Summanden gar keine Abhéngigkeiten mehr, da nur
die Vorzeichenwechsel benachbarter Residuen betrachtet werden. Folgende Definiti-

on formalisiert diese schwichere Form von stochastischer Abhéngigkeit.

Definition 2.13 (m-Abhingigkeit von Zufallsvariablen).
Fine Folge von Zufallsvariablen (V,,)nen heifit m-abhdngig fir ein m € Ny, falls
(Viy ..., Viyj) stochastisch unabhingig von (Viijik, ..., Visktju) fir alle k> m fir

i,j,1 €N ist.

Fiir m-abhéngige Zufallsvariablen gibt es folgende Konvergenzaussage in Form eines

Zentralen Grenzwertsatzes (siehe Hoeffding und Robbins (1948)).

Satz 2.14 (Zentraler Grenzwertsatz fiir m-abhingige Zufallsvariablen).

Sei (X,,)nen eine Folge m-abhangiger Zufallsvariablen mit
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(a) E(|X,|*) < R < oo fiir allen € N

pP—>00

12
(b) lim — Z A; i = A existiert gleichmapig fiir alle i € Ny, wobei
P4

Ai = Var(Xipm) + 23000 Cov(Xiym—j, Xipm) fiir i € N sei. Dann gilt:

N

1
N Z(Xi - BE(X3)) =2 N(0,4).
Unter der Annahme, dass eine Folge m-abhéngiger Zufallsvariablen identisch verteilt
ist, wird die Voraussetzung (b) des Satzes 2.14 erfiillt, da alle Summanden A4,

gleich sind. Dies wird in der Rechnung im néchsten Beweis verwendet.

Satz 2.15 (Asymptotische Normalitit der vereinfachten Tiefe).
Seien X1, ..., Xy und Yy, ..., Yy beliebige, stetige Zufallsvariablen, die den General-
annahmen aus Abschnitt 2 geniigen. Man beachte die Notation Z = (X,Y) fir die

zusammengefassten Stichproben. Dann gilt:

diﬂN;(K) (1, Z) = (%) "

\/(%)K <3 -3 (%)K - K (%)K—1> (M+N)—o0

Beweis. Die folgenden Ausfiithrungen orientieren sich an Kustosz, Miiller und Wend-

T;EHN;(K) (1, Z)=vVM+ N - K N(0,1),

ler (2016). Zunichst werden aus den Zufallsvariablen Z = (71, ..., Zy4n) definiert

K+1 K+1
V, = H 1{res(p, Znir—1)(—1)F > 0} + H 1{res(t, Zpip—1) (=1 >0}
k=1 k=1

flirallen=1,...,. M + N — K.

Die Zufallsvariablen Vi, ..., Vi nv_k sind K-abhédngig und identisch verteilt. Ferner
sind sie als Bernoulli-Zufallsvariablen beschrinkt und daher existieren auch ihre
dritten Momente gleichméfig. Fasst man fiir beliebige M, N € N diese Zufallsva-
riablen als Folge auf, werden alle Voraussetzungen aus Satz 2.14 erfiillt und der

zentrale Grenzwertsatz fiir K-abhéngige Zufallsvariablen kann angewendet werden.
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Zunichst berechnet man den Erwartungswert fiir beliebiges n:

K+1 K+1
E(V,)=E (H 1{res(u, Znr—1)(—1)* > 0} + [ 2{res(u, Zoiso1)(—=1)F" > 0})
k=1

k=1
K+1 K41
= T Pleesti, Zoonr)(=1)* > 0) + [ Plres(n, Zuin) (<1 > 0)
k=1 el

SORNORNOY

In der letzten Zeile geht vor allem die Annahme an den Median ein. Ferner sei nun

A aus Satz 2.15 zu bestimmen. Dazu betrachte man vorerst folgende Rechnung;:

1 p
Fiir beliebiege i € Ng : — ZA”h

= - Z (Var Vighir) +2 Z Cov(Visn+x—j, Vz+h+K))

hl j=1
K

= Var(Vij14x) +2 Z Cov(Viyr1rx—j, Vir11k)

Jj=1

wobei die identische Verteilung der Vi, ..., Vi; o ny_k in der letzten Gleichheit eingeht.
Insbesondere ist der Ausdruck fiir jedes i € Ny gleich und unabhéngig von p. Also
hat A folgende Gestalt:

K
A= Var(Vy) +23 Cov(Vicsi—j, Vicrn).

J=1

Beide Summanden werden nun nacheinander bestimmt.

Var(Vy) = E < )

Il
/@
|
N——
=
|
VR
N | —
\/
Il
VR
N | =
=
VR
[
|
VR
N | —
N————
=
N—
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Ferner gilt fiir j =1,..., K

cottiors = (1w (3)) (- ()))

 E(VenVieer) — (Vi) (%) B (1> "L <1>2K

B¢ o

Insgesamt folgt daraus fiir A

=) (-6 ) (676
SONEOIROORIONS
e S
) (- 50
JONCORONION
() )"

Satz 2.14 impliziert schlieflich die Behauptung

1 YNV - E(V))
M+ N VA (M+N)—00

N(0,1).

U

Analog zur vollen Dreier-Tiefe ldsst sich mithilfe der asymptotischen Verteilung ein

asymptotisches Testverfahren fiir die vereinfachte Tiefe konstruieren.

Satz 2.16 (Zweistichproben-Relevanz-Test mit vereinfachter Tiefe).
Seien X1, ..., Xy und Y1, ..., Yy beliebige, stetige Zufallsvariablen, die den Generalan-
nahmen aus Abschnitt 2 geniigen. Man beachte die Notation Z = (X,Y) fir die zu-

39



sammengefassten Stichproben. Sei das Hypothesenpaar Hy : |1 —pua| < 0 gegen Hj :
|y — po| > & mit Annahmebereich ©g := {u € R? | |u1 — po| < 6} gegeben. Folgende

Entscheidungsregel liefert dann einen asymptotischen Test zum Niveau «:

Man verwerfe Hy, falls sup T]@JrN;(K) (1, Z) < g,
HEB)

wobei u,, das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Beweis. Komplett analog zu Satz 2.12. U

Im Gegensatz zur vollen (K + 1)-Tiefe, sind fiir beliebige K € N die asymptotischen
Verteilungen der vereinfachten (K + 1)-Tiefe bekannt.

Geschwindigkeit der Asymptotik der vereinfachten Dreier-Tiefe

Wie bei der vollen Dreier-Tiefe konnen auch bei der vereinfachten Dreier-Tiefe not-
wendige Bedingungen fiir den Stichprobenumfang in Abhéngigkeit vom Signifikanz-
niveau « fiir die Asymptotik formuliert werden. Dabei betrachtet man analog die

normierte Teststatistik fiir die vereinfachte Dreier-Tiefe

s

und minimiert diesen Ausdruck, indem d3,, y(p, 2) = 0 gesetzt wird. Anschliefend
untersucht man, welche Stichprobenumfinge M + N {iberhaupt eine Unterschreitung

des a-Quantils u, einer Standnormalverteilung ermdoglichen kénnen:

1y !
~VM+ N —-2-34= <w, = M+ N >5u +2.
5

16

In der nachfolgenden Tabelle 4 sind fiir typische Signifikanzniveaus die zur néchs-
ten natiirlichen Zahl aufgerundeten, notwendigen Stichprobenumfinge angegeben,
sodass eine Asymptotik gewéhrleistet werden kann:

Verglichen mit Tabelle 3 sind die notwendigen Stichprobenumfinge deutlich grofer.
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Signifikanzniveau « | 0.05 | 0.01 | 0.001
Stichprobenumfang
fir M + N 16 801 90

Tabelle 4: notwendiger Stichprobenumfang M + N fiir ein gegebenes Signifikanzni-
veau « bei der vereinfachten Dreier-Tiefe

2.3.3 Numerische Berechnung des Supremums beim Testverfahren

Die Berechnung des Supremums iiber der Menge {u € R? : |y — po| < 8} birgt
einige Hiirden mit sich. Eine simple Diskretisierung dieser Menge durch ein Gitter ist
wegen ihrer Unbeschranktheit noch nicht ausreichend, da trotzdem noch unendlich
viele Parameter iiberpriift werden miissten. Man muss sich auf beschrinkte Regionen
dieser Menge zuriick ziehen, in denen man mit hoher Sicherheit vermuten kann, dass
dort das Supremum angenommen wird. Dies wird mit Bereichsschatzungen fiir p,
und y15 aus den Daten durchgefiihrt. Sei [c}, ¢! | eine Konfidenzbereichschiitzung zum
Niveau 1 — ¢ fiir gy mit ¢ = 1,2 und L > 0. Fiir hinreichend groke K > 0 sei

i )
Cu — C

C':={q,q+e,..,c,—¢e,c,} mite= Ve

das Konfidenzgitter fiir u;. L skaliert dabei die Linge des Konfidenzgitters und K
die Feinheit. Nun wird folgendes Konfidenzgitter fiir y = (u1, p2) gebildet

C={pe " xC?||m — | <3},

wobei § der entsprechende Relevanzparameter ist. Dadurch gewinnt man eine Na-

herung fiir ©Og = {u € R?* | |y — p2| < 8} und erwartet

sup Thren (p, 2) & sup T (ps 2)
neC HEBp

(bzw. Ty, n (1, ) statt Thysn (1, 2)). Findet man einen Gitterpunkt, in dem die nor-
mierte Tiefe bereits den kritischen Wert ¢, bzw. u, {iberschreitet, so kann man die
Suche nach dem Supremum direkt abbrechen, da das Supremum mindestens genau-
so grofs sein wird und behélt die Nullhypothese bei.

Liegt eine Situation vor, in der die Nullhypothese verworfen werden soll, muss je-
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der Gitterpunkt untersucht werden. Unterschreiten alle Werte der Gitterpunkte den
kritischen Wert, so geht man davon aus, dass das Supremum auch den kritischen
Wert nicht iiberschreitet. In diesem Fall lehnt man die Nullhypothese ab. Dement-
sprechend ist der Rechenaufwand im Allgemeinen grofser, wenn die Nullhypothese
abgelehnt werden soll. Hier ist zu beachten, dass die Parameter K, L hinreichend
grof gewdhlt werden miissen, da ansonsten das Supremum verpasst wird und man
eventuell filschlicherweise die Nullhypothese ablehnt. Die gewéhlte Bereichsschit-
zung kann zum Beispiel iiber ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p; fiir
i = 1,2 einer Normalverteilung bei unbekannter Varianz wie in Formel (S) erfol-
gen. In Formel (S) wird das Konfidenzintervall fiir die erste Stichprobe Xj, ..., Xy,

angegeben:

[Cll, C}L] = [Y — tM_Ll_%ax, X. + tM—l,l—%a\X . (S)

Eine analoge Gestalt besitzt das Konfidenzintervall [c¢?, ¢?] fiir die zweite Stichprobe
Y, ..., Yy. Statt dem Stichprobenmittel zur Schitzung des Erwartungswerts kann
auch der Median als Lageschétzer verwendet werden, da der Median eine konsistente
Schéitzung fiir den Lageparameter liefert und das Stichprobenmittel im Fall von
Realisationen cauchyverteilter Zufallsvariablen vor allem nicht konsistent fiir den
Lageparameter p; ist. Formel (M) stellt das beschriebene Konfidenzintervall fiir eine

Stichprobe X4, ..., X, dar:

u

e}, cl] = [med(X) =ty 11_a5x, med(X) + tM_Ll_%EX]. (M)

Um die Giiteeigenschaften der Tests auf Tiefe basierend mdéglichst exakt zu bestim-
men, fliefst das Wissen iiber die wahre Verteilung in der Simulationsstudie ein. In
der Praxis konnen nur Vermutungen iiber die wahre Verteilung aufgestellt werden,
sodass die Frage bleibt, welche Konfidenzgitter im Allgemeinen bei der Suche des

Supremums verwendet werden sollten.
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2.3.4 ldee eines Vorzeichentests

In diesem Unterabschnitt soll die Frage aufgegriffen werden, warum nicht die Idee
eines {iblichen Vorzeichentests fiir zwei Stichproben verwendet wird. Analog zur

Datentiefe betrachtet man die Vorzeichen der Residuen res(p, z). Man betrachte:

n=1

Dieser Ausdruck bestimmt den relativen Anteil der positiven Vorzeichen von allen
Daten. Anschlieftend wird durch % zentriert. Ist diese Differenz fiir einen gewédhlten
Parameter p = (1, p2) im Nicht-Relevanzbereich nahe bei 0, so spricht das fiir dhn-
liche Anteile von positiven und negativen Vorzeichen. Das wiederum bedeutet, dass
die gewahlten Mittelwerte (uq, o) zu den Daten passen, weswegen man die Null-
hypothese nicht verwerfen sollte. Fiir den wahren Parameter p = (pq, u2) gilt nach
Standardisierung der Varianz mit dem Zentralen Grenzwertsatz die asymptotische
Normalitédt der folgenden Teststatistik
1 M+N 1

T (1, 2) = VAT N (M_“V Ty M) 2 0} - 5) N O

2

Das motiviert folgende Entscheidungsregel fiir das Hypothesenpaar (H):

Man verwerfe Hy,

falls  sup  Thjyn (i, 2) < tapoder inf Ty (i, 2) > ui_q,
|1 —p2|<o |1 —p2|<o

wobei u, das a-Quantil der Standnormalverteilung sei.
Das gravierende Problem bei diesem Ansatz ist, dass das Supremum und Infimum

bereits unabhéngig von dem echten Parameter p = (1, p19) bestimmt sind:

swp gy 2) = VM +Nund - inf Ty, () = =M+ N.
|1 —p2]<o |1 —p2| <8

Um das einzusehen, wihlt man fiir das Supremum bzw. Infimum zum Beispiel den

Parameter i = (max(z), max(z)) bzw. i = (min(z), min(z)) und erhélt die angege-
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ben Werte, welche gerade dem Maximum bzw. Minimum von T3}, \ (1, z) entspre-
chen. Somit wiirde der Test die Nullhypothese unabhingig von den Daten und den

wahren Parametern nie verwerfen konnen.

2.4 Ubersicht iiber Verteilungsklassen der Fehlerterme

Neben normalverteilten Fehlern konnen noch andere Verteilungen betrachtet und

die Giiteeigenschaften der Testverfahren in diesen Féllen studiert werden.

2.4.1 Cauchyverteilung

Eine der Normalverteilung sehr dhnelnde, in ihren Eigenschaft allerdings dennoch
sich unterscheidende Verteilung ist die Cauchyverteilung. Sie ldsst sich wie folgt

definieren (Biining und Trenkler 1994, S.26).

Definition 2.17 (Cauchyverteilung).

Eine Zufallsvariable Z heif$t cauchyverteilt mit Lokationsparameter jn und Streuungs-
parameter v > 0, kurz: Z ~ Cau(p, ), falls die Verteilung Py von Z absolut-stelig
zum Lebesgque-Mafs mit folgender Lebesgue-Dichte ist:

= 7 Uur x )
fla) = m(7? + (x — p)?) firz ek

Es ist einfach einzusehen, dass f der Dichte einer Zufallsvariable entspricht. Day > 0
gilt und der Nenner aus einer Summe quadratierter Terme besteht, ist f(x) > 0 fiir
alle x € R. Die Normalitatseigenschaft lasst mithilfe der elementare Substitutions-

regel fiir Integrale mit y = x—;ﬁ nachrechnen:
o 1 o 1 1 [ 1
/ f(x)de = — —da:z—/ v dy
oo T oo (1 + (%)2> T oo (1447

REESHIE

—00

™

! [arctan(y)

Man bezeichnet p als den Lageparameter der Cauchyverteilung, da er der Median
ist. Setzt man p = 0, so erfiillen die Cauchyverteilungen die geforderten Eigenschaf-

ten an die Fehler F, ..., Ey o n aus der Generalannahme. Weiterhin nennt man -~
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den Skalenparameter der Cauchyverteilung, da er die Breite der Dichte skaliert.
Man kann die Cauchyverteilung als Gegenstiick zur Normalverteilung auffassen. Bei-
de Verteilungen dhneln sich zwar in ihrer symmetrischen Struktur und besitzen einen
Trager iiber R. Allerdings besitzt die Cauchyverteilung sogenannte heavy tails, pro-
duziert also extremere Werte als die Normalverteilung und liefert dadurch bei Ro-
bustheitsanalysen unterschiedliche Resultate.

Fiir spéitere Vergleiche der Tests ist der Fakt wichtig, dass die Momente der Cauchy-
verteilung fiir beliebige Parameter p, nicht existieren (siehe Biining und Trenkler

(1994), S.27), d.h.
E(|X|*) = oo fiir alle k € Nxy, falls X ~ Cau(y, 7).

Dadurch existiert kein Varianzbegriff, den aber gerade der ¢-Test aus Abschnitt
2.2.3 benoétigt. Die damit verbundenen Probleme werden in Abschnitt 3.3.3 in der

Simulationsstudie dargestellt.

2.4.2 Kontaminationen

Eine weitere Moglichkeiten Stichproben mit extremen Werten fiir Robustheitsunter-
suchungen zu produzieren ist die Verteilung mit einem Kontaminationsparameter
e € (0,1) zu verunreinigen, wie es bei der Bestimmung und Verwendung der kon-
taminierten Normalverteilung gemacht werden kann (siehe Biining und Trenkler
(1994), S.24 und S.294ff). Der Parameter ¢ gibt dabei die Intensitit an, wie stark
die Verteilung von Ausreiffern befallen ist. Die hier verwendete Idee ist die Bildung
einer Konvexkombination aus einem Grund-Wahrscheinlichkeitsmall P und einem

Wahrscheinlichkeitsmafs (), das mit Intensitit ¢ das Maf P kontaminiert:

Satz 2.18 (Kontaminierte Verteilungen).
Seien P, Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem Messraum (2, A). Dann bildet

die Q-e-Kontamination mit P und € € (0,1)

PQ75 = (1 — €)P +5Q
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ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, A).

Beweis. P . ist eine wohldefinierte Abbildung auf dem Definitionsbereich 4, da sie
durch eine Linearkombination von zwei Abbildungen der Form A — [0, 1] definiert
ist. Weiterhin konnen die Anforderungen an ein Wahrscheinlichkeitsmafs elementar

nachgerechnet werden. Fiir 2 € A gilt
Poc()=(1—-¢)P(Q)+eQ() =(1—¢)+e=1

Fiir eine Folge disjunkter Mengen (A,,)nen C A folgt

re(U) =0-ar (U)oU)

=(1-2)) P(A)+e)> QA

neN neN

——ji: 1——8 -+6£2 EZ:FbE

neN neN

In der ersten Rechnung verwendet man, dass P und () normiert sind, wihrend man

in der zweiten Rechnungen die o-Additivitit der Make P und ) benétigt. [

Die Wohldefiniertheit von P, wird dadurch gewéhrleistet, dass P und ) Wahr-
scheinlichkeitsmafe auf dem gleichen Grundraum (2 mit einer passenden o-Algebra
A sind. Da in der Praxis meist auf 2 = R gearbeitet wird, findet man aber in der
Regel einen gemeinsamen Messraum.

In der Simulationsstudie wird eine Realisation einer Zufallsvariablen mit Verteilung
Py . durch ein vorgeschaltetes Bernoulli-Experiment zum Parameter ¢ bestimmt.
Diese entscheidet mit Wahrscheinlichkeit (1 — &) bzw. €, ob eine Realisation einer

Zufallsvariablen mit Verteilung P bzw. ) simuliert wird.
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3 Simulationsstudie und Auswertung

Die Qualitit eines statistischen Testverfahrens wird an seiner Giitefunktionen G, (V)
gemessen. Fiir ein Testverfahren mit Entscheidungsregel ¢(X) und Parameter 9 € ©
aus dem Parameterraum © ist sie definiert durch den Erwartungswert der Entschei-

dungsregel zum Parameter ¢ (vgl. Georgii 2002, S.247f)
G, (V) == Ey(e).

Entscheidungsregeln kénnen im nicht-randomisierten Fall nur Werte aus {0, 1} an-

nehmen. Somit besitzt die Giitefunktion in diesem Fall folgende Gestalt
Go(V) = Py(p = 1).

Die Giitefunktion beschreibt also die Wahrscheinlichkeit, dass ein Testverfahren die
Nullhypothese ablehnt, unter der Annahme, dass 9 der wahre Parameter ist. Aus ihr
lasst sich fiir einen festen Stichprobenumfang der Fehler erster Art und zweiter Art
ablesen. Fiir Parameter im Annahmebereich ¢ € ©, beschreibt die Giitefunktion
den Fehler erster Art. Fiir Parameter im Ablehnungsbereich ¢ € ©; beschreibt sie
die Gegenwahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art.

Ein Testverfahren soll in erster Linie die Bedingung erfiillen, dass der Fehler erster
Art unter dem Signifikanzniveau « liegt. Das heift, dass die Giitefunktion im Bereich
Op nicht das Signifikanzniveau « iiberschreiten darf. Eventuell kann diese Bedingung
erst bei hoherem Stichprobenumfang erfiillt werden. Weiterhin ist es wiinschenswert,
dass ein Testverfahren fiir Parameter im Ablehnungsbereich ©; moglichst hohe Wer-
te fiir ihre Giitefunktion besitzt, also vor allem mdoglichst nah an 1 ist.

Die Giitefunktion ldsst sich im Allgemeinen nicht explizit bestimmen. In so einem
Fall wird sie durch eine Simulation approximativ durch das Gesetz der groffen Zah-
len (GdgZ) berechnet (Georgii 2002, S.114ff). Man betrachtet eine hinreichend hohe
Anzahl S von Testentscheidungen als Realisation der Entscheidungsregeln. Nach

dem GdgZ entspricht die Realisation des Stichprobenmittels der Testentscheidun-
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gen (xgs), e 1‘561)+N> iiber alle s = 1,...,.S ungefihr dem wahren Erwartungswert:

Gy(V) =E Gng i ( IM)+N>

CQ |

Dabei beschreibt z(®) = (xgs), ...,x%N) die s-te Stichprobe des s-ten durchge-
fiihrten Tests der Simulation. Die Voraussetzungen des GdgZ sind erfiillt, wenn
die Testentscheidungen durch unabhingige, identische Zufallszahlen erzeugt wer-
den. Aufserdem miissen Bedingungen fiir die Integrierbarkeit, also die Existenz des
Erwartungswerts, gesichert sein. Die Integrierbarkeitsbedingung Ey|p| < oo ist er-
fiillt, da jede Entscheidungsregel ¢ als {0, 1}-wertige Zufallsvariable beschriankt ist.
Die rechte Seite der obigen Approximation kann durch wiederholte Simulation von
Daten und Anwendungen der Entscheidungsregel bestimmt werden. Die Wahl von
S variiert in der Simulationsstudie je nach Rechenaufwand der Testverfahren und

wird im nachfolgenden Text an den jeweiligen Stellen explizit angegeben.

3.1 Vorgehensweise und Ziele

In der folgenden Simulationsstudie werden zunédchst die Zweistichproben-Relevanz-
t-Tests miteinander verglichen. Als erstes wird der Idealfall betrachtet, in dem al-
le Voraussetzungen erfiillt sind. Dabei wird sich ergeben, dass die ¢-Tests fiir hohe
Stichprobenumféinge sehr dhnliche Ergebnisse liefern. Daher werden die ¢-Tests auch
unter sehr kleinen Stichprobenumfingen verglichen.

Ferner wird das Verhalten der t-Tests unter nicht erfiillten Voraussetzungen un-
tersucht. Ein Vergleichspunkt werden falsche Annahmen an die Varianz sein. Das
interessiert vor allem, da einer der ¢-Test ein von der Varianz abhingiges Hypothe-
senpaar besitzt. Weiterhin wird untersucht, wie sich die t-Tests bei cauchyverteilten
Fehlern verhalten, da diese Verteilungsklasse anders als die vorauszusetzende Nor-
malverteilung extremere Werte produziert. Dadurch lassen sich die Robustheit der
t-Tests und ihr Verhalten bei falschen Modellannahmen analysieren.

Im zweiten Teil der Simulationsstudie werden die Testverfahren mit Verwendung

der Datentiefe untersucht. Anfangs wird auf die numerischen Schwierigkeiten bei
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der Suche des Supremums eingegangen. Anschliefend werden die Tests mit vol-
ler und vereinfachter Dreier-Tiefe mit den ¢-Tests bei Normal- und Cauchyvertei-
lung verglichen. Der Vergleich wird ebenso fiir unterschiedliche Stichprobenumfiange
durchgefiihrt, um die Asymptotik der Tests zu untersuchen.

Abschliefend werden einige Vergleiche der Test bei kontaminierten Datensétzen be-

trachtet.

3.2 Vereinfachung der grafischen Darstellung

Da bei Zweistichproben-Tests zwei Parameter vorliegen, besitzen ihre Giitefunktio-
nen einen zweidimensionalen Definitionsbereich. Exemplarisch wird in der Abbil-

dung 3 die Giitefunktion des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 fiir einen Stichprobenum-

2D-Giutefunktion des t-Tests aus Abschnitt (2.2.3)

™ — -~ Diagonale mit Gleichung:
S Hz=-p 1.0

Y
T

08

M2
0

Abbildung 3: Darstellung der Giitefunktion des ¢-Tests aus Abschnitt 2.2.3 auf dem
Parameterbereich [—2, 2]

fang von M = N = 20 mit Relevanzparameter 6 = 1 zum Signifikanzniveau o = 0.05
fiir normalverteilte Fehler E; fiir i = 1,..., M + N mit 02 = 1 dargestellt. Die Anzahl

an Wiederholungen pro Gitterpunkt betragt S = 100, wobei das Gitter in 0.0ler
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Schritten durchlaufen wird. Der Nicht-Relevanzbereich © ist der durch die gestri-
chelten, schwarzen Linien begrenzte Fliche.

Die Nachteile dieser Darstellung sind einerseits die zeitintensive Berechnungen und
andererseits sind Vergleiche mehrerer Giitefunktionen weniger iibersichtlich. Daher
wird folgender Ansatz fiir die Darstellung verwendet: Die Abbildung 3 zeigt, dass die
Giitefunktion symmetrische Strukturen aufweist. Statt die vollstandige Giitefunk-
tion zu betrachten, wird sie auf der Gerade mit Gleichung puy = —pp untersucht.
Eindimensionale Projektionen der Giitefunktionen auf dieser Geradengleichung er-
moglichen es, mehrere Giitefunktionen ohne Informationsverlust in einer Grafik zu
vergleichen und sparen viel Rechenzeit ein. Dadurch koénnen auch die Simulationen

auf der Geraden feiner durchgefiihrt werden.

3.3 Vergleich der t-Tests

Die nachfolgenden Untersuchungen werden stets auf der Geraden py = —py mit einer
Feinheit in 0.01er Schritten mit 4000 Simulationen bei Normalverteilungen und 1000
Simulationen bei Cauchyverteilungen (da sich im Gegensatz zur Normalverteilung

ab ca. 1000 keine deutlichen Verbesserungen mehr ergeben) durchgefiihrt.

3.3.1 Vergleich der ¢-Tests unter Normalverteilung

In der Abbildung 4 werden fiir verschiedene Stichprobenumfinge M, N die Giite-
funktionen der drei t-Tests aus Abschnitt 2.2 mit Relevanzparameter 6 = 1 fiir
normalverteilte Fehler F; fiir i = 1, ..., M + N mit 0% = 1 dargestellt. Dazu wird das

Signifikanzniveau « = 0.05 durch eine horizontale und der Annahmebereich (Pro-

11
272

jektion auf | | auf die Diagonale) durch vertikal gestrichelte Linien dargestellt.
Aus der Grafik lasst sich entnehmen, dass alle Testverfahren, wie theoretisch bereits
gezeigt, das Signifikanzniveau a einhalten. Jedoch schopft lediglich der ¢-Test mit
varianzabhingiger Hypothese aus Abschnitt 2.2.3 das Signifikanzniveau vollstédndig
aus, das heift, er besitzt am Rand des Annahmebereichs exakt die Giite «. Die an-
deren beiden Testverfahren sind konservativ (nicht unverfilscht) - sie besitzen also
fiir kleinere Lageunterschiede einen Fehler zweiter Art grofser als 0.95. Der t-Test

auf der Konfidenzintervall-Exklusion basierend aus Abschnitt 2.2.1 und der ¢-Test
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Vergleich: t-Tests unter Normalverteilung (M =N =25)
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Abbildung 4: Giitefunktion der t-Tests fiir
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Vergleich: t-Tests unter Normalverteilung (M =N = 10)
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auf multiplen Hypothesen basierend aus Abschnitt 2.2.2 besitzen fiir alle Stichpro-
benumfinge, wie im Theorieteil gezeigt, die gleiche Giite. Die beiden dquivalenten
t-Tests besitzen im Ablehnungsbereich fiir geringere Lageunterschiede eine niedrigere
Giite als der ¢t-Test aus 2.2.3. Fiir hohe Lageunterschiede konnen sie den Giitever-
lust aber aufholen und besitzen dann eine héhere Giite als der ¢-Test aus Abschnitt
2.2.3. Keiner der drei ¢t-Test besitzt demnach gleichméfig eine hohere Giite als die
anderen, wodurch unter ihnen keine Optimalititsaussage formuliert werden kann.
Dariiber hinaus erkennt man, dass sich die Testverfahren mit erhéhtem Stichprobe-
numfang verbessern und die Unterschiede unter ihnen immer geringer werden. Das
deutet auf die Konsistenz der Testverfahren hin.

Kann man die Varianz relativ genau einschétzen, liegt ein sehr geringer Stichpro-
benumfang vor und deutet der Sachkontext der Daten nicht auf besonders hohe
Lageunterschiede hin, eignet sich der dritte ¢-Test gut. Erwartet man eher hohere
Abweichungen, so sollte einer der ersten beiden ¢-Tests verwendet werden. Hier kon-
nen bereits vorliegende Erfahrungen iiber die Abweichungen der Daten bei der Wahl
des Testverfahrens eine Rolle spielen.

Sind die Stichproben relativ grofl, unterscheiden sich die Tests kaum. In diesen Fél-
len ist die Verwendung einer der ersten beiden Tests am sichersten. Man beachte
namlich, dass die Simulationen unter der idealen Vorstellung durchgefiihrt wurden,
dass die Varianz bekannt ist. Das ist in der Praxis in der Regel aber nicht gegeben.
Die Sensibilitdt des dritten ¢-Tests bei falschen Varianzannahmen wird daher im

Nachfolgenden untersucht und soll die Problematik bei Unsicherheit illustrieren.

3.3.2 Untersuchungen bei falscher Varianzannahme

Die Abbildung 5 stellt Giitefunktionen des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 jeweils mit
richtiger, iiberschétzter und unterschétzter Varianz dar. Dabei seien wieder F; fiir
i = 1,...,M + N normalverteilt mit wahrer Varianz 0* = 1 und der Relevanzpa-
rameter bei 6 = 1. Durch falsche Varianzannahmen wird der Relevanzparameter o

falsch gewédhlt. Betrachtet man das Hypothesenpaar

Hoy i |1 — po] < o6 gegen Hy @ |up — pa| > od,
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t-Test aus 2.2.3 unter falschen Annahmen (M =N = 5) t-Test aus 2.2.3 unter falschen Annahmen (M =N = 30)
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Abbildung 5: Giitefunktionen des ¢-Tests aus 2.2.3 bei falschen Varianzannahmen

so sieht man, dass ¢ in Abhéngigkeit von der angenommenen Standardabweichung
o gewahlt werden muss, um einen gewiinschten Nicht-Relevanzbereich zu erhalten.
Da o = 1 gilt und man o = 1 als Nicht-Relevanzbereich erhalten mochte, wird

0 = 1 gewihlt. Das heift, folgendes Hypothesenpaar wird betrachtet

Ho i |p1 — po] <1 gegen Hy @ |pg — pa| > 1.

Uberschiitzt man die Standardbweichung mit ¢ = 2 (wie in Abbildung 5), so wird

0= % zu klein gewéhlt. Umgekehrt wihlt man mit 0 = 2 zu grof, falls mit o =

DN |

die Standardabweichung unterschétzt (wie in Abbildung 5) wird. Dies bewirkt, dass
falsche Hypothesenpaare unwissentlich untersucht werden. Im Fall der Uberschit-

zung wird folgendes Hypothesenpaar untersucht:

1 1
Hy @ [pn — po| < 5 gegen Hyo: [y — po| > 7 (0)

Im Fall einer Unterschitzung wird in Wahrheit dieses Hypothesenpaar untersucht:

Ho | — pe| <2 gegen Hi:|py — pio| > 2. (U)

Dies hat Einfluss auf die Entscheidungsregeln der Testverfahren, wie man in Abbil-
dung 5 sehen kann. Eine Unterschitzung der Varianz fiithrt zu einem konservativen

Test, da die Grofe des Annahmebereichs doppelt so grof wird. Uberschitzungen
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der Varianz fiihren zu Tests, die das Niveau nicht einhalten. Dementsprechend sind
Uberschiitzungen der Varianz deutlich problematischer, da sie hiufiger zu falschen
Testentscheidungen fiihren als sie diirften. Bei erhdhtem Stichprobenumfang wird
in der Grafik deutlich, dass bei falschen Annahmen die anderen, oben erwidhnten
Hypothesenpaare untersucht werden. Durch die Konsistenz der Tests ndhern sich
die Giitefunktionen zu den idealen Tests fiir die Hypothesenpaaren (O) und (U) an.
In der Abbildung 5 soll dies durch die gestrichelten Linien in der jeweils passenden
Farbe der Giitefunktion fiir den Annahmebereich verdeutlicht werden.

Unsicherheiten beziiglich der Varianz sollten daher ein wichtiges Entscheidungskri-
terium bei der Wahl der Testverfahren sein. Gerade bei hohen Stichprobenumféngen
sind die Giiteunterschied sehr gering (vgl. Abbildung 4), wodurch gegebenenfalls ein

hohes Risiko eingegangen wird.

3.3.3 t-Test mit Konfidenzintervall-Exklusion mit gewichteten Seiten

Im Theorieteil wird eine Variation des t-Tests mit Konfidenzintervall-Exklusion
(bzw. mit multiplen Hypothesen, da dieser dquivalent ist) erwdhnt. Statt beide Sei-
ten eines zweiseitigen Tests mit § beim Signifikanzniveau o zu adjustieren, sind auch

beliebige a1, ay > 0 zuldssig, die a; + g = « erfiillen. In der Abbildung 6 werden

t-Test 2.2.1 mit gewichteten Seiten (M =N = 9) t-Test 2.2.1 mit gewichteten Seiten (M = N = 50)
=1 o
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Abbildung 6: Giitefunktionen des ¢-Tests aus 2.2.1 mit gewichteten Seiten (a; =
0.01 und as = 0.04 bzw. umgekehrt)

die Giitefunktionen fiir diese Testmethoden mit oy = 0.01 (linke Intervallgrenze)

und as = 0.04 (rechte Intervallgrenze) und umgekehrt fiir die Stichprobenumfinge
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M = N = 5,50 dargestellt und mit der Giitefunktion des t-Tests aus Abschnitt
2.2.3 verglichen. Die geringer gewichtete Seite besitzt eine bessere Giite, wihrend
die hoher gewichtete Seite eine niedrigere Giite besitzt. Je kleiner o; fiir i = 1,2
wird, desto eher nimmt die jeweilige auf dem Rand des Annahmebereichs das ex-
akte Signifikanzniveau o = 0.05 ein. Fiir a; = 0 gelangt man allerdings lediglich zu
einem entarteten einseitigen Zweistichproben-t-Test aus Satz 2.4 und erhélt damit
kein neues Testverfahren. Ohnehin wiirde man vorher die Fragestellung bereits als

Einstichproben-Problem auffassen, wenn man fiir ein «; = 0 setzt.

3.3.4 Vergleich der t-Tests unter Cauchyverteilung

In der Abbildung 7 werden die Giitefunktionen der t-Tests unter cauchyverteilten
Fehlern E; fiir ¢ =1, ..., M + N fiir verschiedene Paare von Lageparametern y analog
zur Normalverteilung dargestellt. Der Skalenparameter betragt dabei v = 1 und der
Relevanzparameter ist erneut § = 1.

Fiir den Relevanz-t-Test mit varianzabhéngigen Hypothesenpaar aus Abschnitt 2.2.3
wird dabei eine Standardabweichung von o = 1 gewéhlt. Problematisch ist hier der
Varianzbegriff, da das zweite Moment der Cauchyverteilung nicht existiert und so-
mit kein angemessenes Addquat zur Varianz geschitzt werden kann. Eine Schitzung
mittels der empirischen Varianz von cauchyverteilten Zufallsvariablen ist nicht kon-
sistent. Daher soll im Vorfeld betont werden, dass die Annahme von ¢ = 1 nicht
sinnvoll sein kann; es konnen aber generell keine mathematisch sinnvollen Annah-
men getroffen werden.

Die Grafiken zeigen, dass alle ¢-Tests das Signifikanzniveau o = 0.05 einhalten. Die
t-Tests aus Abschnitt 2.2.1 und 2.2.2 liefern die gleichen und vor allem besseren
Ergebnisse. Durch die unpassende Annahme an die Varianz fiir den dritten ¢-Test
ergeben sich sehr niedrige Werte fiir die Giitefunktion.

Insgesamt sind alle drei Tests stark konservativ und erreichen selbst fiir hohe Unter-
schiede der Lageparameter keine Giite von 1. Es ist insbesondere auffillig, dass eine
Erhohung des Stichprobenumfangs keinen verbesserten Einfluss auf die Giite erzielt.
Man kénnte daher vermuten, dass die Tests unter Cauchyverteilung nicht konsistent

sind. Insbesondere wird dies in Abbildung 8 verdeutlicht, in der aufgezeigt wird,
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Vergleich: t-Tests unter Cauchyverteilung (M =N =5) Vergleich: t-Tests unter Cauchyverteilung (M =N =10)
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Abbildung 7: Giitefunktionen der ¢-Tests fiir verschiedene Stichprobenumfinge
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dass sich die Giitefunktionen der ¢-Tests bei Erhohungen des Stichprobenumfangs

von M = N = 50 auf 200 nicht verbessert. Zusammenfassend wird die Problematik

Vergleich von t-Test (2.2.1) bei M =N = 50 und M= N = 20! Vergleich von t-Test (2.2.3) bei M =N = 50 und M= N = 200
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Abbildung 8: Giitefunktionen des ¢-Tests aus 2.2.1 und 2.2.3 im Vergleich bei unter-
schiedlichen Stichprobenumfingen unter Cauchyverteilung

bei Verletzung der Modellannahmen bei den t¢-Tests deutlich.

Der dritte ¢t-Test aus Abschnitt 2.2.3 soll nun fiir verschiedene Wahlen von ¢ unter
der Cauchyverteilung untersucht werden. Durch erh6hte Wahlen von o kdnnte sich
Giite des dritten ¢t-Tests verbessern, da der Relevanzparameter o automatisch kleiner
gewdhlt werden muss und der Nicht-Relevanzbereich verkleinert wird. Dabei wird
zum Vergleich der ¢-Test aus Abschnitt 2.2.2 genommen.

In der Abbildung 9 werden die Giitefunktionen des dritten ¢-Test fiir o = 1,2,12

Varianzannahmen unter Cauchyverteilung (M =N = 5) Varianzannahmen unter Cauchyverteilung (M = N = 30)
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- — tTest(222) - — tTest(222)
— o=1 — a=
© | e o=2 i @ | =2
o Ty G=12 ! o -' hw{"“"*m c=12 i T
©o | o | h Il'l'f‘
[en] 2 o
3
< O = |
[en] o
o~ o~
[en] o
o=005 a=0.05

(- e < o v
e T T T e T T T

-5 0 5 -5 0 5

up-Werte auf der Geraden iy = -4 up-Werte auf der Geraden pp = -4

Abbildung 9: Giitefunktionen des ¢-Tests aus 2.2.3 fiir erhohte Varianzannahmen
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mit dem zweiten t-Test verglichen. Hohere gew#hlte Standardabweichungen kénnen
durch die kleiner werdenden Nicht-Relevanzbereiche die Giite verbessern. Fiir eine
Wahl von o = 12 wird allerdings in der Nidhe des Randes der Nullhypothese nicht
mehr das Signifikanzniveau eingehalten. Die Ergebnisse des zweiten ¢-Tests und des
dritten ¢t-Test mit 0 = 12 erinnern an die Ergebnisse bei der Normalverteilung. Es
liegt fiir geringe Lageunterschiede eine hohere Giite fiir den dritten ¢-Test vor, die
aber anschliefend von der Giite des zweiten ¢-Test eingeholt wird.

Da die Wahl der Standardabweichung willkiirlich geschieht, da sich diese aus Reali-
sationen cauchyverteilter Zufallsvariablen nicht schitzen lasst und der zweite ¢-Test
ohne diesen willkiirlichen Aspekt dhnliche Ergebnisse liefert (ohne die Gefahr das
Niveau nicht einzuhalten), sollte dieser Test bevorzugt werden. Dennoch ergeben

sich generell in dieser Situation bei den ¢-Tests nicht zufriedenstellende Resultate.

Spezialfall: § =0

In Kapitel 2 wurde gezeigt, dass die Zweistichproben-Relevanz-t-Tests fiir 6 = 0
entartete Fille des gew6hnlichen Zweistichproben-t-Tests aus Satz 2.4 sind. Die Ab-
bildung 10 bestétigt, dass fiir 6 = 0 keine Unterschiede zwischen den drei Tests

unter Normal- oder Cauchyverteilung vorliegen. Hierbei liegen in der linken Grafik

t-Tests unter Normalverteilung far 5= 0 (M =N = 200) t-Tests unter Cauchyverteilung fur =0 (M = N = 200)
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Abbildung 10: Giitefunktionen des ¢-Tests aus 2.2.3 fiir erh6hte Varianzannahmen

normalverteilte Stichproben mit 0* = 1 und in der rechten Grafik cauchyverteilte
Stichproben mit v = 1 vor. Der Annahmebereich besteht lediglich aus dem Punkt
{0}. Je kleiner also ¢ gewihlt wird, desto dhnlichere Ergebnisse liefern die ¢-Tests.
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3.4 Vergleich mit den Tests zur Datentiefe

Die unbefriedigenden Ergebnisse der ¢-Tests unter Cauchyverteilung sollen nun mit
den Relevanz-Tests mit Datentiefe verglichen werden. Zundchst werden die numeri-
sche Aspekte, wie die Gitterfeinheit K und Gitterlinge L zu wahlen sind, bei den
Relevanz-Tests mit Datentiefen untersucht. Anschliefend werden die Tests global

untereinander verglichen.

3.4.1 Untersuchungen zur geeigneten Berechnung des Supremums

Die folgenden Untersuchungen sollen die Wahl der Gitterfeinheit K und der Gitter-

lange L in der nachfolgenden Simulationsstudie rechtfertigen.

Die Wahl der Gitterfeinheit K

Nun soll eine geeignete Skalierung der Feinheit K fiir eine feste Gitterlinge L = 2
bei der Suche des Supremums im Konfidenzgitter gefunden werden. Dazu wird der
Fehler erster Art fiir 4 = (1,0) bei einem Stichprobenumfang von M = N = 30 zum
Relevanzparameter 0 = 1 fiir den Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe simuliert
werden. Dabei werden pro Fehler erster Art 500 Wiederholungen zur Simulation
durchgefiihrt.

Der Wert der Giitefunktion im untersuchten Parameter p = (1,0) entspricht dem
Fehler erster Art auf einem Punkt auf dem Rand des Annahmebereichs. Die Un-
tersuchung des Fehlers erster Art ist in dieser Situation aufschlussreich, da er bis
auf eventuellen Abweichungen durch die Asymptotik unter dem Signifikanzniveau
a = 0.05 liegen sollte. Problematiken bei der Suche des Supremums kénnen daher an
einem zu hohen Fehler erster Art abgelesen werden, da zu grobe Gitter zu hiufiger
falschen Ablehnungen der Nullhypothese fithren. Insbesondere ldsst sich erwarten,
dass am Rand der Nullhypothese der Fehler erster Art am hdchsten und daher
am néchsten beim Signifikanzniveau o = 0.05 liegen sollte. Abbildung 11 zeigt die
Ergebnisse fiir verschiedene Feinheiten K. Zusétzlich wird fiir das Konfidenzgitter
einerseits das Stichprobenmittel und andererseits der Median als Schitzung fiir die
Lageparameter p; und ps verwendet. Formel (S) und (M) beschreiben fiir jeweils

eine Stichprobe Xi, ..., X3, die Grundstruktur des Konfidenzintervalls, welches im
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Feinheitsanalyse bei Normalverteilung durch Fehler erster Art
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Feinheitsanalyse bei Cauchyverteilung durch Fehler erster Art
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Abbildung 11: Analyse der Gitterfeinheit durch den Fehler erster Art in u = (1,0)

Anschluss diskretisiert wird.

[Y - tM—l,l—%8X>X + tM—1,1—%3X] (S)

[med(X) — t]y[_lyl_%ax, med(X) + tM—l,l— axi| . (M)

o
L

Fiir beide Stichproben werden diese diskretisierten Konfidenzintervalle bestimmt
und anschlieffend wird ein kartesisches Produkt zur Festlegung des zweidimensiona-
len Gitters verwendet. Links sind in der Abbildung die Fehler erster Art bei normal-
verteilten und rechts bei cauchyverteilten Stichproben dargestellt.

Unter Normalverteilung wird auch bei kleinen Gitterfeinheiten bei K > 5 das Si-
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gnifikanzniveau o = 0.05 sowohl fiir das Stichprobenmittel als auch den Median
eingehalten. Der Fehler erster Art wird fiir feinere K unter dem Stichprobenmittel
kleiner, wihrend er beim Median konstant bleibt. Bei normalverteilten Stichproben
wird daher in den nachfolgenden Simulationen bei den Testverfahren mit Tiefen das
Stichprobenmittel verwendet. Fiir die Wahl der Feinheit K gibt die linke Grafik we-
nige Anhaltspunkte, da die Ergebnisse auch fiir kleine K stabil sind. Das kann unter
anderem daran liegen, dass die Konfidenzgitter das Supremum unter Normalvertei-
lung gut finden und die Konfidenzgitter relativ klein sind. Dennoch wird empfohlen
K nicht zu klein zu wihlen, um moglichst genaue Simulationsergebnisse zu gewin-
nen. In dieser Arbeit wird K = 50 gewahlt.

Unter Cauchyverteilung hilt bei Verwendung des Stichprobenmittels erst ab K < 35
das Signifikanzniveau ein. Allerdings ist keine klare Monotoniestruktur (trotz glei-
cher Zufallszahlen bei der Simulation) bei erhéhter Feinheit erkennbar. Der Me-
dian liefert fiir Feinheiten K = 10,20, 30,40, 50 bereits zufriedenstellende Ergeb-
nisse, wahrend fiir K = 15,25, 35,45 nicht das Signifikanzniveau eingehalten wird.
Man kann zwei Gruppen bei der Monotoniestruktur erkennen. Das kann daran lie-
gen, dass sich das Supremum auf sehr kleinen Regionen finden l&sst und man fiir
K = 15,25, 35,45 Schrittfolgen im Gitter durchlauft, die dieses genau verpassen. Fiir
K = 10,20, 30,40, 50 lauft die Schrittfolge haufiger nah genug an das Supremum.
Ab K > 50 liefern beide Gruppen zufriedenstellende Ergebnisse, weswegen K = 50
als Feinheit empfohlen wird. In der rechten Grafik lassen sich die Ergebnisse fiir
das arithmetische Mittel zwar besser interpretieren. Allerdings ist eine Schitzung
fiir die Lageparameter pq und ps fiir das arithmetische Mittel nicht konsistent. Da
der Median die Lageparameter konsistent schétzt, wird dieser bei der Schitzung des

Konfidenzgitters mit Feinheit K = 50 verwendet.

Die Wahl der Gitterldnge L

In der nachfolgenden Untersuchung wird das Verhalten des Fehlers erster Art des
Relevanz-Tests mit voller Dreier-Tiefe ebenfalls auf einem Randpunkt der Nullhy-
pothese p = (1,0) mit Stichprobenumfang M = N = 30 zum Relevanzparameter

0 = 1 bei einer Gitterfeinheit von K = 50 fiir verschiedene Gitterlangen L simuliert.
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Es werden zur Simulation 500 Wiederholungen durchgefiihrt. In Tabelle 5 werden

die Fehler erster Art unter Normalverteilung dargestellt. Fiir L = 1 wird bereits das

Tabelle 5: Fehler erster Art in p = (1,0) fiir K = 50 und verschiedene L (Normal-
verteilung)
Gitterlsinge L 1] 2 | 3 | 4 ] 5 | 6 |
Fehler erster Art in y = (1,0) | 0.01 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 |

Signifikanzniveau eingehalten. Fiir L > 2 ist der Fehler erster Art kleiner, bleibt
dann aber konstant. Die Werte liegen deutlich unter o = 0.05. In Tabelle 6 werden

die Fehler erster Art unter Cauchyverteilung aufgefiithrt. Hier liefert L = 2 den nied-

Tabelle 6: Fehler erster Art in p = (1,0) fiir K’ = 50 und verschiedene L (Cauchy-
verteilung)
Gitterlinge L 1] 2 | 3| 4|5 | 6 |
Fehler erster Art in y = (1,0) | 0.01 [ 0.006 | 0.01 | 0.01 | 0.01 | 0.012 |

rigsten Wert, wihrend erhohte Gitterlangen L den Fehler erster Art erh6hen kénnen.
Dies liegt daran, dass die Gitterfeinheit K konstant bleibt und ein zu grofes L der
Feinheit entgegen wirken kann und das Gitter vergrobert. Dementsprechend ist auf
ein geeignetes Verhaltnis von K, L zu achten. Fiir die folgenden Ausfiihrungen wird
L = 2 gesetzt.

Zusammenfassend sei bei der Wahl von K, L zu beachten, dass vor allem die Git-
terfeinheit K hinreichend hoch sein muss, da sonst das Testverfahren nicht mehr
das Signifikanzniveau einhalten konnte. Die Wahl der Gitterlange L spielt eine ge-
ringere Rolle, da durch die konsistente Lageschidtzung man bereits in der Nihe des

Supremums gelangen wird.

3.4.2 Vergleich der Testverfahren unter Normalverteilung

In der Abbildung 12 werden die Tests zur Datentiefe bei normalverteilten E; fiir
i=1,...,M + N mit Varianz 0> = 1 Relevanzparameter § = 1 verglichen. Die Simu-
lationen sind in 0.0ler mit 100 Wiederholungen durchgefiihrt worden. Die Relevanz-
Tests mit Datentiefen halten bei niedrigeren Stichprobenumfingen das Signifikanz-

niveau a = 0.05 ein. Thre Giite verbessert sich fiir wachsende Stichprobenumfénge.
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Abbildung 12: Giitefunktionen der Tests zu Datentiefen fiir verschiedene Stichpro-
benumfinge (Normalverteilung)

Man kann also auch hier ein konsistentes Verhalten vermuten. Die Giiteunterschiede
zwischen der vollen und vereinfachten Dreier-Tiefe sind gering; die Giite der vollen
Dreier-Tiefe ist etwas hoher.

In Abbildung 13 werden die ¢-Test aus Abschnitt 2.2.1 und 2.2.3 mit dem Relevanz-
Test zur vollen Datentiefe unter den gleichen Bedingungen bei verschiedenen Stich-
probenumfiangen verglichen. Die t-Tests sind gleichméfig deutlich besser als die
Relevanz-Test mit Datentiefen. Bei Bekanntheit von normalverteilten Fehlern sollte
der t-Tests den Datentiefen vorgezogen werden. Bei héheren Stichprobenumfingen

liefern die Datentiefen dennoch relativ zufriedenstellende Ergebnisse.
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Abbildung 13: Giitefunktionen der ¢-Tests und der Tests mit Datentiefen fiir ver-
schiedene Stichprobenumfiinge (Normalverteilung)

3.4.3 Vergleich der Testverfahren unter Cauchyverteilung

In der Abbildung 14 werden die Relevanz-Tests zur Datentiefe bei cauchyverteilten
E; fiir i = 1,..., M + N mit Skalenparameter v = 1 und Relevanzparameter 6 = 1
verglichen. Die Simulationen sind in 0.0ler mit 100 Wiederholungen durchgefiihrt
worden. Die Relevanz-Tests mit Datentiefen halten auch hier das Signifikanzniveau
a = 0.05 bei niedrigeren Stichprobenumféngen ein. Die Giite beim Test zur vollen
Dreier-Tiefe ist deutlich hoher als beim Test mit vereinfachter Dreier-Tiefe. Aufer-
dem erhdht sich die Giite bei wachsenden Stichprobenumfang bei der vollen Dreier-
Tiefe intensiv, wiahrend sie bei der vereinfachten Dreier-Tiefe nur langsam wéchst.

Bei der vollen Dreier-Tiefe ist die Vermutung der Konsistenz daher naheliegend.

In Abbildung 15 wird der t-Test aus Abschnitt 2.2.1 nun mit den Relevanz-Tests
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Abbildung 14: Giitefunktionen der Tests zu Datentiefen fiir verschiedene Stichpro-
benumfinge (Cauchyverteilung)

zur vollen Dreier-Datentiefe unter den gleichen Bedingungen verglichen. Der ¢-Test
aus Abschnitt 2.2.3 wird in diesem Vergleich wegen der Problematik mit der Wahl
einer Standardabweichung o nicht einbezogen. Auch hier sind die Unterschiede in
der Giite beim Test mit voller Dreier-Tiefe und des t-Tests, vor allem bei hoheren
Stichprobenumfingen, sehr grofs. Im Gegensatz zur vollen Dreier-Tiefe kann beim
t-Test keine deutliche Verbesserung der Giite bei wachsenden Stichprobenumfang
erkannt werden. Bei Bekanntheit von cauchyverteilten Fehlern ist die volle Dreier-
Tiefe zu bevorzugen.

In Abbildung 16 wird der Test mit vereinfachter Dreier-Tiefe mit dem ¢-Test vergli-
chen. Der Test mit vereinfachter Dreier-Tiefe liefert bei geringen Lageunterschieden

schlechtere Ergebnisse als der t-Test. Bei hoheren Lageunterschieden lasst sich an-
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Abbildung 15: Giitefunktionen des ¢-Tests und der Tests mit voller Datentiefe fiir
verschiedene Stichprobenumfiinge (Cauchyverteilung)

nehmen, dass die Giite des t-Test von allen Tests am niedrigsten ist. Insbesondere
lasst sich eine Verbesserung der vereinfachten Dreier-Tiefe bei erhéhtem Stichpro-
benumfang erkennen und die Konsistenz des Tests vermuten.

Insgesamt liefert die volle Dreier-Tiefe stets bessere Resultate als die vereinfachten

Dreier-Tiefe und bietet fiir beide Verteilungsklasse stabile Ergebnisse.

3.5 Untersuchungen der Testverfahren mit Kontaminationen

Zur Untersuchung des Einflusses von Ausreiffern werden nun die Giitefunktionen
des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 und des Relevanz-Tests beruhend auf der vollen
Dreier-Tiefe mit kontaminierten Daten verglichen. Dabei wird lediglich die zweite

Stichprobe durch ein Einpunkt-Maf kontaminiert.
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Abbildung 16: Giitefunktionen des t-Tests und der Tests mit vereinfachter Daten-
tiefe fiir verschiedene Stichprobenumfinge (Cauchyverteilung)

Die exakte Modellierung lautet wie folgt: Seien X, ..., Xy ~ N (1, 0?) fiir eine feste
Varianz 02 € R, und einem variablen, unbekannten p; € R. Ferner sei die kontami-
nierte Stichprobe Yy, ..., Yy ~ (N (p2,0?)); . (vgl. Abschnitt 2.4.2, S.43ff), wobei 4,
das Einpunkt-Maf im Punkt a € R sei, € € (0,1) die Intensitit der Kontamination

Oa,E

mit dem Einpunkt-Mak 9, angibt und us € R der variable, unbekannte Mittelwert
der zweiten Stichprobe ohne Kontamination ist. Die kontaminierte Stichprobe wird
dabei durch ein vorgeschaltetes Bernoulli-Experiment simuliert. Mit Wahrschein-
lichkeit (1 — &) wird eine N (uso, 0?)-Zufallszahl gezogen. Ansonsten ergibt sich die
feste Zahl a als Realisation des Einpunkt-Mafes ¢,.

Im Folgenden wird fiir £ € {0.05,0.1,0.2,0.3} und a € {2, 3} die Giitefunktion des ¢-
Tests aus Abschnitt 2.2.3 und des Relevanz-Tests beziiglich voller Dreier-Tiefe beim
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Stichprobenumfang von M = N = 20 mit zweidimensionalen Parameterbereich in
den Abbildungen 17-20 bzw. 21-24 dargestellt. Die Feinheit des 2D-Gitters sei 0.1
und fiir jeden Punkt werden 100 Wiederholungen zur Simulation durchgefiihrt. Die
Wiederholungszahl an Simulationen wird wegen der hohen Rechenzeit auf dem 2D-
Gitter und bei der Berechnung der Tiefe so niedrig gew#hlt. Dennoch lassen sich
bereits Tendenzen der Giitefunktion erkennen.

Betrachtet man zunichst die Resultate des ¢-Tests in den Abbildungen 17-20 in der
linken Spalte, so wird eine Tendenz zur Rotation des Nicht-Relevanz-Bereichs sicht-
bar, durch die das Signifikanzniveau fiir hohe ¢ unter der Nullhypothese im unteren
linken Bereich nicht mehr eingehalten wird. In der rechten Spalte ist ein dhnliches
Verhalten beim Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe erkennbar. Allerdings sind die
Auswirkungen auf das Einhalten des Signifikanzniveaus fiir € € {0.05,0.1,0.2} ge-
ringer als beim ¢-Test. Fiir ¢ = 0.3 besitzt allerdings auch die Giitefunktion des
Relevanz-Tests mit voller Dreier-Tiefe, dhnlich wie der t-Test, viele Regionen mit
kritisch hohen Werten, sodass das Signifikanzniveau nicht eingehalten wird.

Die Abbildungen 21-24 stellen die gleichen Situationen fiir d3 dar. Der ¢t-Test reagiert
hier fiir gleiche € sensibler als im Fall fiir d,. Bei dem Relevanz-Test mit Datentie-
fe sind fiir ¢ € {0.05,0.1,0.2} kaum Unterschiede erkennbar. Hier zeigt sich die
Robustheit der Datentiefe gegeniiber Extremwerten, was anhand der Teststatistik
begriindet werden kann: Beim ¢-Test erzielen extreme Realisationen ebenfalls extre-
me Werte der t-Teststatistik und gegebenenfalls zu erhéhten Ablehnungsraten. Bei
der Datentiefe wird das Vorzeichen der Abweichung untersucht, wodurch extreme
Werte nicht so ein hohes Gewicht bei der Berechnung der Teststatistik einnehmen.
Der Fall € = 0.3 liefert aber auch bei der Datentiefe nicht mehr akzeptable Werte.
Allerdings ist das Resultat beim 20%-Anteil an Kontaminationen zufriedenstellend,
womit man hier von einem robusten Verhalten der Tiefe sprechen kann. Zwar wird
im Abschnitt 3.5 nur ein Spezialfall untersucht; man konnte andere Formen der
Kontaminationen betrachten; allerdings ldsst sich erwarten, dass in anderen Unter-

suchungen mit Kontaminationen dhnliche Ergebnisse erzielt werden.
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Abbildung 17: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.05 mit Kontamination durch
09 der zweiten Stichprobe

¢ = 0.1-Kontamination beim t-Test mit &, ¢ = 0.1-Kontamination bei voller Tiefe mit &,

Abbildung 18: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.1 mit Kontamination durch
09 der zweiten Stichprobe

g = 0.2-Kontamination beim t-Test mit 5, & = 0.2-Kontamination bei voller Tiefe mit &,

Abbildung 19: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.2 mit Kontamination durch
09 der zweiten Stichprobe

69

0.8

06

0.4

02

0.0

0.8

06

0.4

0.2

0.0

08

06

0.4

0.2

0.0



M2

M2

g
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Abbildung 20: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.3 mit Kontamination durch
09 der zweiten Stichprobe

g = 0.05-Kontamination beim t-Test mit 83 g = 0.05-Kontamination bei voller Tiefe mit 63

Abbildung 21: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.05 mit Kontamination durch
03 der zweiten Stichprobe

¢ = 0.1-Kontamination beim t-Test mit 85 ¢ = 0.1-Kontamination bei voller Tiefe mit 8,

Abbildung 22: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.1 mit Kontamination durch
03 der zweiten Stichprobe
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& = 0.2-Kontamination beim t-Test mit &; ¢ = 0.2-Kontamination bei voller Tiefe mit 85

Abbildung 23: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.2 mit Kontamination durch
03 der zweiten Stichprobe
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Abbildung 24: Vergleich der Giitefunktionen fiir ¢ = 0.3 mit Kontamination durch
03 der zweiten Stichprobe
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4 Fazit

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Resultate dieser Arbeit zusammengefasst
und diskutiert. Ferner wird ein Ausblick fiir weitere Untersuchungsmoglichkeiten

anhand von noch offen stehenden Fragestellungen gegeben.

4.1 Zusammenfassung und Diskussion

Beim Vergleich der t-Tests ist bei Bekanntheit der Varianz keiner der gleichméakig
beste. Fiir geringere Lageunterschiede unter der Alternativen ist der t-Test aus Ab-
schnitt 2.2.3 besser, wiahrend fiir hohere Lageunterschiede die anderen beiden, aqui-
valenten ¢-Tests besser sind. Eventuell kann ein gleichméfig bester ¢t-Test fiir das
untersuche Hypothesenpaar (H) gefunden werden, wenn nur unter den unverfélsch-
ten Tests verglichen wird. Lediglich der ¢-Test aus Abschnitt 2.2.3 ist unverfilscht.
Eine solche Optimalititsaussage existiert fiir einen Aquivalenztest, der eine analoge
Gestalt zu diesem ¢-Test besitzt (Wellek (2010), S.130).

Zu niedrige Wahlen der Varianzen kénnen beim ¢-Test aus Abschnitt 2.2.3 zu erheb-
lichen Giiteverlusten fiihren, wahrend bei zu hohen Wahlen der Varianz nicht die
Einhaltung des Signifikanzniveaus gewéhrleistet werden kann. Bei der Verwendung
des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 muss daher sichergestellt werden, dass die Varianz
der Daten genau bekannt ist. Vor allem muss abgesichert werden, dass die Varianz
eher unter- als iiberschitzt wird, da das Nichteinhalten des Signifikanzniveaus vollig
unbefriedigend wire. Um das Risiko des Nichteinhaltens des Signifikanzniveaus zu
vermeiden, wird daher im Allgemeinen von der Verwendung dieses ¢t-Tests abgeraten.
Die anderen t-Tests weisen keine derartig gravierende Nachteile auf. Insbesondere
liefern alle ¢-Tests bei hohen Stichprobenumfingen approximativ identische Ergeb-
nisse. Daher sollte nur in Praxissituationen mit sehr geringem Stichprobenumfang
bei sehr guter Einschitzung der Varianz der ¢-Test aus Abschnitt 2.2.3 infrage kom-
men diirfen.

Bei cauchyverteilten Fehlern ist der Test mit voller Dreier-Tiefe besser als die t¢-
Tests; unter Normalverteilung ist er etwas schlechter. Vor allem in Kontexten, in

denen erwartungsgeméf extreme Werte erhoben werden, sollte der Test mit voller
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Dreier-Tiefe bevorzugt werden. Falls eine Normalverteilungsannahme nicht gerecht-
fertigt werden kann, sollte ebenso iiber die Verwendung des Tests mit voller Dreier-
Tiefe nachgedacht werden. Da dieses Testverfahren auch fiir normalverteilte Fehler
zufriedenstellende Ergebnisse liefert, ist generell ein nicht so hoher Giiteverlust im
Vergleich zum ¢-Test zu erwarten.

Das Testverfahren mit vereinfachter Dreier-Tiefe ist in allen Untersuchungen schlech-
ter als der Test mit voller Dreier-Tiefe. Daher sollte stets die volle Dreier-Tiefe, trotz
hoherer Rechenzeit, bevorzugt werden. Ein Grund fiir die schlechten Ergebnisse der
vereinfachten Dreier-Tiefe kann die geringe Untersuchungsfliche zwischen den Stich-
proben sein. Sie betrachtet lediglich Vorzeichenwechsel der umliegend benachbarten
Punkten, was bei zwei Stichproben ungiinstig ist, da nicht die Unterschiede zwischen
den Stichproben so zur Geltung kommen kann. Eventuell konnten andere Ordnungen
der zwei Stichproben untereinander die Effizienz der vereinfachten Tiefe erhohen.
Die Untersuchungen mit Kontaminationen zeigen in einem Spezialfall, dass die volle
Dreier-Tiefe bei 20%-Anteil an Kontaminationen im Gegensatz zum ¢-Test zufrie-
denstellende Ergebnisse liefert. Das heifst, dass die volle Dreier-Tiefe ein robustes
Verhalten gegeniiber extremen Werten aufweist. Man kann anhand der Gestalt der
Datentiefe erwarten, dass auch in anderen Ansétzen bei Modellierungen mit Konta-

minationen ein ahnliches robustes Verhalten beobachtet werden wird.

4.2 Ausblick

Ideen fiir weitere Untersuchungen sollen abschliefend skizziert werden. Die primére
Ausgangsfrage bleibt, in welchen Situationen sich ¢-Tests und in welchen Situatio-
nen sich der Test mit voller Dreier-Tiefe besser eignen, wenn weder Cauchy- noch
Normalverteilung vorliegt. Auferdem ist in Anwendungssituationen in der Regel
unbekannt, welcher Verteilung die Daten entsprechen. Mittels Anpassungstests, wie
dem Shapiro-Wilk-Test bzw. dem Kolmogorov-Smirnov-Test (Sachs und Hedderich
(2015), S.466 bzw. S.461ff), konnen lediglich Entscheidungen gegen eine Normalver-
teilung bzw. eine andere feste Verteilung getroffen werden. Wird von einem Anpas-
sungstest der Vorschlag einer Normalverteilung abgelehnt, kdnnte man anhand der

Resultate der Arbeit davon ausgehen, den Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe zu
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verwenden, da der ¢-Test die Normalverteilung voraussetzt.

Gibt es aber Situationen, in denen die Anpassungstests ihre Nullhypothese (Nor-
malverteilung liegt vor) nicht verwerfen, obwohl der Relevanz-Test mit voller Dreier-
Tiefe trotzdem eine deutlich héhere Giite besitzt? Fiir die Cauchyverteilung wurde
in Abschnitt 3.3 der gravierende Giiteverlust bei einer falschen Modellannahme de-
monstriert. Die Cauchyverteilung ist allerdings ein extremes Beispiel und kénnte fiir
anwendungsorientierte Fragen zu theoretisch sein. Untersuchungen mit t-verteilten
Zufallsvariablen mit unterschiedlichen Freiheitsgraden konnen dies besser beantwor-
ten. Man beachte, dass eine t-Verteilung mit einem Freiheitsgrad der Cauchyver-
teilung entspricht und t-Verteilungen mit sehr vielen Freiheitsgraden asymptotisch
einer Normalverteilung folgen (Biining und Trenkler (1994), S.26). Sie konnen al-
so als Untersuchungsgegenstand fiir den Ubergang zwischen Cauchy- und Normal-
verteilung dienen und betrachten nicht lediglich die beiden Extremfille. Zuséatzlich
wiére es in diesem Rahmen interessant zu untersuchen, wie Anpassungstests auf t-
Verteilungen reagieren und ob die Entscheidung der Anpassungstests zur optimalen
Wahl des Relevanz-Tests mit hoherer Giite fithren wiirden.

Man kann Untersuchungen vornehmen, in denen man die Giitefunktionen der beiden
Typen von Relevanz-Tests fiir unterschiedliche t-Verteilungen betrachtet. Zuséatzlich
kann man eine dritte Untersuchungsreihe mit einem vorgeschalteten Anpassungs-
test vornehmen, der nach einem Entscheidungskriterium (zum Beispiel durch den
p-Wert) anhand der Daten angibt, welcher der Relevanz-Tests verwendet wird. Das
Entscheidungskriterium muss sich nicht zwingend auf Beibehaltung oder Ablehnung
der Nullhypothese fiir Normalverteilung des Anpassungstests festlegen. Eventuell
findet man einen optimalen Schwellenwert (Cutpoint) fiir den p-Wert fiir eine Maxi-
mierung der Giite. Ferner lassen sich auch andere symmetrische Verteilungsklassen
in diesem Rahmen untersuchen.

Auferdem lassen sich weitere Relevanz-Tests mit einem verallgemeinerten Nicht-
Relevanzbereich der Form [01,05] fiir §; < 0 < 09 formulieren. In Wellek (2010)
wird dies fiir Aquivalenztests mit Aquivalenzbereich [6;, d,] entwickelt. Umgekehrt
kénnen ebenso die Ideen der Relevanz-Tests dieser Arbeit zur Entwicklung von Aqui-

valenztests beitragen. Beispielsweise kann man einen Aquivalenztest basierend auf
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der Tiefe entwickeln.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist bei der Datentiefe eine Verbesserung der Algorith-
men fiir die Suche des Supremums, um die Rechenzeit zu verkiirzen. Die Berechnun-
gen in dieser Arbeit erfolgten mit simplen Methoden, ohne die Struktur der vorlie-
genden Daten genauer zu beriicksichtigen. In der Praxis spielt dieser Faktor gerade
eine Rolle, wenn der Test mit der Dreier-Tiefe bei groffen Datenmengen angewendet
werden soll. Aufterdem liefert die wiederholte Berechnung von vollen Tiefen, wie hier
im Rahmen von Simulationsstudien zur Ermittlung der Giite, sehr hohe Rechenzei-
ten. In Kustosz, Miiller und Leucht (2016) wird eine asymptotische Gleichheit bis
auf eine stochastische Nullfolge von der vollen Dreier-Tiefe gefunden. Man kann da-
von ausgehen, dass diese asymptotische Darstellung eine geringere Rechenzeit hat,
da lediglich alle Residuen auf ihre Vorzeichen iiberpriift werden brauchen. Sofern
der Fehler nicht zu grok wire, konnte man fiir grofse Stichprobenumfinge mit dieser
Darstellung arbeiten, um die Rechenzeit zu reduzieren.

Schliefslich wiirde die Kenntnis der asymptotischen Verteilung von der vollen (/K +1)-
Tiefe fiir allgemeine K > 3 zu weiteren Relevanz-Tests fiihren. Eventuell liefert eine
volle Vierer-Tiefe beispielsweise bessere Testverfahren. Auferdem kénnen Verfahren

fiir Mehrstichproben aufbauend auf der Datentiefe konstruiert und studiert werden.
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