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1 Einleitung

Der Vergleich von Stichproben aus verschiedenen Gruppen taucht in den unter-

schiedlichsten Problemstellungen der statistischen Anwendung auf. Zum Beispiel

werden in klinischen Studien mehrere Versuchsgruppen mit unterschiedlichen The-

rapien miteinander verglichen, in technischen Anwendungen wird der Verschleiÿ von

Bauteilen in der Entwicklung mehrerer Zeitperioden untersucht oder man ist am

Vergleich von verschiedenen Kursentwicklungen in der Wirtschaft interessiert.

In dieser Arbeit werden Testverfahren für zwei unabhängige Stichproben vorgestellt.

Diese Testverfahren liefern anhand von erhobenen Daten Entscheidungsregeln für die

Fragestellung, ob die Mittelwerte beider Stichproben einen signi�kanten Unterschied

besitzen. Zudem möchte man keine zu kleinen Unterschiede zulassen, sondern nur

relevante Unterschiede feststellen. Die Gröÿe dieses relevanten Unterschieds kann

vom Anwender frei ausgewählt werden, um je nach Sachkontext keine zu kleinen

Unterschiede als signi�kant zu bezeichnen. Dieser Gedanke führt zu sogenannten

Relevanz-Tests für zwei Stichproben, die den Kerngegenstand dieser Arbeit bilden.

Im Abschnitt 2 werden verschiedene parametrische und nichtparametrische Relevanz-

Tests vorgestellt. Die parametrischen Relevanz-Tests entsprechen Verallgemeine-

rungen des klassischen Zweistichproben-t-Tests. Die nichtparametrischen Relevanz-

Tests beruhen auf Datentiefen, Maÿzahlen mit robusten Eigenschaften, die aus

den Vorzeichen der Abweichungen vom Mittelwert berechnet werden. Dabei lässt

sich eine der beiden verwendeten Vorzeichen-Tiefen in vielen Modellen aus der

Simplex-Regressions-Tiefe von Rousseeuw und Hubert (1999) und Müller (2005)

ableiten, siehe Kustosz, Müller, Wendler (2016). Die andere Vorzeichen-Tiefe ent-

spricht einer vereinfachten Version der aus der Simplex-Regressions-Tiefe abgeleite-

ten Vorzeichen-Tiefe.

Die Einführung verschiedener Testverfahren wirft die Frage auf, welcher der Tests

verwendet werden sollte. Daher werden im Abschnitt 3 die Relevanz-Tests in ei-

ner Simulationsstudie unter verschiedenen Modellannahmen miteinander verglichen.

Abhängig vom Modell können sowohl die parametrischen als auch die nichtparame-

trischen Tests bessere Ergebnisse erzielen. Im letzten Abschnitt 4 werden die wich-
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tigsten Ergebnisse zusammengefasst und diskutiert. Insbesondere folgt ein Ausblick

für weitere Untersuchungsmöglichkeiten zu noch o�en stehenden Fragen.

Zum Abschluss der Einleitung soll besonders Prof. Dr. Christine Müller gedankt

werden, welche die Erstellung dieser Arbeit erst ermöglichte und sie mit Anregun-

gen, Beantwortung von Fragen aller Art und Kritik in einem sehr bereichernden

Umfang betreute.
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2 Statistische Verfahren und Grundlagen

Zunächst sollen die Generalannahmen und Notationen dieser Arbeit vorgestellt wer-

den. Seien sowohl X1, ..., XM als auch Y1, ..., YN unabhängig, identisch verteilte Zu-

fallsvariablen. Sie stellen die beiden Stichproben dar. Gelegentlich wird für den Vek-

tor der Stichproben auch X = (X1, ..., XM) und Y = (Y1, ..., YN) geschrieben. Wenn

nichts anderes gesagt wird, sind M und N die Gröÿen der Stichproben, wobei oft

M = N angenommen wird. Die beiden Stichproben X, Y seien stets zueinander

stochastisch unabhängig. Die Zufallsvariablen sollen folgende Gestalt besitzen:

Xi = µ1 + Ei für alle i = 1, ...,M, (1)

Yj = µ2 + EM+j für alle j = 1, ..., N. (2)

Dabei seien E1, ..., EM+N unabhängig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit

med(Ei) = 0 für alle i = 1, ...,M +N.

Bei diesem Modellierungsansatz wird von einem deterministischen Mittelwert µ1

bzw. µ2 ausgegangen, auf dem die Zufallsvariablen E1, ..., EM+N als stochastische

Fehler einwirken. Für beide Stichproben wird angenommen, dass die stochastischen

Abweichungen sich identisch verhalten. Durch diesen Modellierungsansatz können

sich die Verteilungen der Stichproben höchstens um ihren Lageparameter unterschei-

den. Die Forderung an den Median für Ei mit i = 1, ...,M + N unterbindet, dass

zusätzlich systematische Lageverschiebungen durch die stochastischen Fehler her-

vorgerufen werden. Auÿerdem kann man so erwarten, dass im Mittel genauso viele

Realisationen über und unter dem Lageparameter sind. Diese Bedingung wird später

bei der Konstruktion der Relevanz-Tests mit der Datentiefe eine Rolle spielen.

Zweistichproben-Tests befassen sich mit der Frage, ob eine signi�kante Abweichung

zwischen den unbekannten Mittelwerten µ1 und µ2 vorliegt. Durch folgendes Hypo-

thesenpaar lässt sich die Fragestellung wie folgt formulieren:

H0 : µ1 = µ2 gegen H1 : µ1 6= µ2. (3)
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In dieser Arbeit wird diese Problemstellung in einem allgemeineren Rahmen be-

trachtet. Dabei lässt man kleine Unterschiede von geringer Relevanz zwischen den

Mittelwerten zu. Der relevante Unterschied wird durch einen Parameter δ ≥ 0 fest-

gelegt. Anschlieÿend lässt sich das Hypothesenpaar verallgemeinert darstellen:

H0 : |µ1 − µ2| ≤ δ gegen H1 : |µ1 − µ2| > δ. (H)

Bei bestimmten Sachzusammenhängen ist es sinnvoll sehr kleine Abweichungen zu-

zulassen. Vor allem bei hohen Stichprobenumfängen können im Hypothesenpaar in

Formel (3) immer kleinere, aber eigentlich irrelevante Abweichungen zunehmend bes-

ser erkannt werden. Um solche irrelevante E�ekte zu kontrollieren, werden Relevanz-

Tests eingesetzt (Müller und Denecke (2013), S. 223). Alle Testverfahren dieser Ar-

beit untersuchen im Wesentlichen das Hypothesenpaar (H). Dabei wird der Annah-

mebereich des Tests zu (H) als Nicht-Relevanzbereich bezeichnet.

Die im Kapitel 2 vorgestellten Testverfahren werden schrittweise aufgebaut. Es wer-

den verschiedene Zweistichproben-Relevanz-Tests unter Normalverteilungsannahme

vorgeschlagen. In Abschnitt 2.1 werden die Standard-t-Tests für unabhängige Stich-

proben thematisiert. In Abschnitt 2.2 werden die t-Tests mit Berücksichtigung von

relevanten Unterschiedenen aus den standardmäÿigen t-Tests hergeleitet.

Nichtparametrische Relevanz-Tests unter Verwendung von Datentiefen werden in

Abschnitt 2.3 vorgestellt. Testverfahren mittels Datentiefen sind einerseits robust ge-

genüber extremen Werten (insbesondere Ausreiÿern). Andererseits müssen keine ex-

pliziten Verteilungsannahmen der Ei für i = 1, ...,M+N wegen der Nichtparametrik

getro�en werden. Daher liefern neben normalverteilten Fehlervariablen auch andere

Verteilungsannahmen, wie die Cauchyverteilung, aus theoretischer Sicht sinnvolle

Testverfahren. Insbesondere besteht nicht das Problem eines Modellierungsfehlers

durch eine unpassende Modellwahl. Eine Diskussion zur numerischen Berechnung der

Datentiefe, sowie eine Überlegung zur Konstruktion eines Relevanz-Zweistichproben-

Test als Vorzeichentest ergänzen den Abschnitt 2.3. Verteilungsklassen, die in der

Simulationsstudie in Kapitel 3 verwendet werden, sowie Kontaminationen von Ver-

teilungen für Robustheitsanalysen, werden in Abschnitt 2.4 dargestellt.
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2.1 Allgemeiner Zweistichproben-t-Test

In den Abschnitten 2.1 und 2.2 liegen stets normalverteilte Fehler Ei ∼ N (0, σ2) für

i = 1, ...,M +N vor. Aus den Modellgleichungen (1) und (2) ergibt sich, dass

Xi ∼ N (µ1, σ
2) für i = 1, ...,M und

Yj ∼ N (µ2, σ
2) für j = 1, ..., N

gelten. Die Normalverteilung wird in vielen statistischen Zusammenhängen zur Mo-

dellierung verwendet. Daher ist das Studium von Testverfahren für normalverteilte

Stichproben von hoher Interesse.

Zunächst werden schrittweise der Einstichproben- und der Zweistichproben-t-Test

jeweils ohne Relevanzparameter δ hergeleitet. Die Rechnungen in den nächsten Ab-

schnitten ergeben sich aus den Standard-t-Tests oder bauen auf diesen auf. Folgende

Verteilungsklassen bilden die Grundlage der Theorie (Georgii (2002), S.238f):

De�nition 2.1 (χ2-Verteilung, t-Verteilung).

(a) Eine Zufallsvariable WN heiÿt χ2-verteilt mit N Freiheitsgraden, kurz: Z ∼ χ2
N ,

falls es unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen V1, ..., VN ∼ N (0, 1) gibt,

sodass WN =
N∑
n=1

V 2
n gilt.

(b) Eine Zufallsvariable TN heiÿt t-verteilt mit N Freiheitsgraden, kurz: TN ∼ tN ,

falls es zwei zueinander stochastisch unabhängige Zufallsvariable V ∼ N (0, 1) und

WN ∼ χ2
N gibt,

sodass TN =
V√
WN

N

gilt.

Das erste Ziel ist der Vergleich des unbekannten Mittelwerts µ einer Stichprobe

X mit einem vorgegeben Mittelwert µ0 ∈ R. Folgendes Hypothesenpaar gibt diese
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Fragestellung wieder:

H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0.

Hier sei µ = µ1 der unbekannte Lageparameter (in diesem Fall auch der Erwartungs-

wert) der unabhängig, identisch verteilten ZufallsvariablenX1, ..., XM zur Stichprobe

X. Der unbekannte Lageparameter µ wird mit einem vorgeschlagenen Mittelwert µ0

verglichen. Ein wichtiger Baustein zur Konstruktion des Einstichproben-t-Tests ist

folgender Zusammenhang des Stichprobenmittels und der empirischen Varianz einer

Stichprobe unter Normalverteilungsannahme.

Lemma 2.2 (Herleitung der t-Teststatistik).

Seien V1, ..., VN unabhängig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Vn ∼ N (µ, σ2)

für n = 1, ..., N und

V. :=
1

N

N∑
n=1

Vn das Stichprobenmittel über V = (V1, ..., VN)> und

σ̂2
V :=

1

N − 1

N∑
n=1

(Vn − V.)2 die empirische Varianz über V = (V1, ..., VN)>.

Dann gelten folgende Aussagen:

(a) N−1
σ2 σ̂2

V ∼ χ2
N−1,

(b) V. und σ̂2
V sind stochastisch unabhängig,

(c)
√
N
V.− µ√
σ̂2
V

∼ tN−1.

Beweis. Die Beweisidee ist an Georgii (2002), S.241f angelehnt. Zunächst werden

einige Vorbereitungen getro�en, die dann die Aussagen (a) bis (c) ergeben werden.

Man betrachte eine orthogonale Matrix A ∈ RN×N mit folgender letzten Zeile

A =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

1√
N

1√
N

1√
N

. . . 1√
N

 .
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Zum Beispiel erfüllt dies die sogenannte Helmert-Matrix mit folgender Gestalt:

A :=



1√
2

− 1√
2

0 . . . 0

1√
6

1√
6

− 2√
6

. . . 0
...

...
...

...
...

1√
N(N−1)

1√
N(N−1)

1√
N(N−1)

. . . − N−1√
N(N−1)

1√
N

1√
N

1√
N

. . . 1√
N


.

Die Orthogonalität AA> = IN lässt sich hierbei elementar nachrechnen. Nun wird

V∗ := (V1 − µ, ..., VN − µ)> als die zentrierte Version von V de�niert. Dann hat

V∗ ∼ NN
(−→

0N , INσ
2
)
eine N -dimensionale multivariate Normalverteilung. Ferner

de�niert man die Zufallsvariablen Z = (Z1, ..., ZN)> durch:

Z := A · V∗ = A


V1 − µ

...

VN − µ

 .

Mit den Rechenregeln für die multivariate Normalverteilungen und der Orthogona-

lität von A folgt dann:

Z ∼ NN
(
A · −→0N , AINσ2A>

)
= NN

(−→
0N , AA

>σ2
)

= NN
(−→

0N , INσ
2
)

Aus der Kovarianzmatrix von Z lässt sich ablesen, dass die Zufallsvariablen Z1, ..., ZN

unkorrelliert sind, was unter Normalverteilung äquivalent zur stochastischen Unab-

hängigkeit ist (Bauer (2002), S.263). Auÿerdem fällt auf, dass V∗ und Z identisch

verteilt sind. Ferner soll (N − 1)σ2
V durch Z dargestellt werden. Dabei ist die An-

wendung des Verschiebungssatzes nützlich:

(N − 1)σ̂2
Y =

N∑
n=1

(Vn − V.)2 =
N∑
n=1

(Vn − µ− (V.− µ))2

=
N∑
n=1

(Vn − µ)2 −
(√

N(V.− µ)
)2

, (∗)

Nun kann man die zwei entstandenen Summanden separat untersuchen. Für den
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ersten Summanden ergibt sich die folgende Beziehung:

N∑
n=1

(Vn − µ)2 = V >∗ V∗ = V >∗ A
>AV∗ = (AV∗)

>AV∗ = Z>Z =
N∑
n=1

Z2
n (∗∗)

Hier geht erneut die Orthogonalität von A ein. Der andere Summand kann als ZN

dargestellt werden. Dabei geht die Gestalt der letzten Zeilen der Matrix A ein:

√
N(V.− µ) =

1√
N

N∑
n=1

(Vn − µ) =
(

1√
N

. . . 1√
N

)
V1 − µ

...

VN − µ

 = ZN (∗ ∗ ∗)

Nun sind alle Bausteine bereit gelegt, um die Aussagen (a) bis (c) zu zeigen:

Für (a) verwendet man die Resultate der Gleichungen (∗) bis (∗ ∗ ∗):

N − 1

σ2
σ̂2
V

(∗)
=

1

σ2

(
N∑
n=1

(Vn − µ)2 −
(√

N(V.− µ)
)2
)

(∗∗)
=

1

σ2

(
N∑
n=1

Z2
n −

(√
N(V.− µ)

)2
)

(∗∗∗)
=

1

σ2

(
N∑
n=1

Z2
n − Z2

N

)

=
N−1∑
n=1

(
Zn
σ

)2

∼ χ2
N−1

In der letzten Zeile werden die Unabhängigkeit der Zufallsvariablen Z1, ..., ZN−1 und

Zn ∼ N (0, σ2) für n = 1, ..., N − 1 ausgenutzt. Somit liegt nach De�nition 2.1(a)

eine χ2-Verteilung mit N − 1 Freiheitsgraden vor, womit (a) gezeigt ist.

Die Aussage (b) zeigt man, indem man σ̂2
V und V. umschreibt. Mit der Rechnung in

(a) ergibt sich für σ̂2
V die Gestalt:

σ̂2
V =

σ2

N − 1

N−1∑
n=1

Z2
n

8



und (∗ ∗ ∗) liefert entsprechend:

V. =
1√
N
ZN + µ.

Mit dieser Darstellung folgt die Unabhängigkeit von σ̂2
V und V. dann direkt aus der

Unabhängigkeit der Zufallsvariablen Z1, ..., ZN−1 und ZN , was (b) zeigt.

Zu (c) erweitert man zunächst die zu untersuchende Zufallsvariable mit 1
σ
:

√
N
V.− µ√
σ̂2
V

=

√
N
σ

(V.− µ)
1
σ

√
σ̂2
V

und betrachtet Zähler und Nenner der rechten Seite getrennt. Der Zähler hat eine

N (0, 1)-Verteilung, da V. ∼ N
(
µ, σ

2

N

)
gilt. Den Nenner schreibt man um:

1

σ

√
σ̂2
V =

√
(N−1)σ̂2

V

σ2

N − 1
.

Nach der Rechnung aus (a) ist bekannt, dass (N−1)σ̂2
V

σ2 ∼ χ2
N−1 gilt. Auÿerdem folgt

aus (b) die Unabhängigkeit von Zähler und Nenner. Die zu untersuchende Zufalls-

variable hat also nach De�nition 2.1(b) die Form einer t-verteilten Zufallsvariable

mit N − 1 Freiheitsgraden:

√
N
V.− µ√
σ̂2
V

∼ tN−1.

Damit ist auch die letzte Aussage (c) gezeigt. �

Mithilfe des Lemmas liegen alle Hilfsmittel bereit den Einstichproben-t-Test zu for-

mulieren und zu zeigen, dass er ein vorgegebenes Signi�kanzniveau unter der Null-

hypothese einhält (siehe auch Sachs und Hedderich (2015), S.478f).

Satz 2.3 (Einstichproben-t-Test).

Seien V1, ..., VN unabhängig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Vn ∼ N (µ, σ2)
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mit unbekanntem Parameter (µ, σ2) ∈ R× R+ und gegebenem µ0 ∈ R. Ferner sei

T (V ) = T (V1, ..., VN) =
√
N
V.− µ0√

σ̂2
V

die Teststatistik. Dann liefern folgende Entscheidungsregeln ϕ zu den gegebenen Hy-

pothesenpaaren jeweils Tests zum Niveau α:

(a) ϕ(v1, ..., vN) = 1{|T (v)|>tN−1,1−α
2
} mit H0 : µ = µ0 gegen H1 : µ 6= µ0,

(b) ϕ(v1, ..., vN) = 1{T (v)>tN−1,1−α} mit H0 : µ ≤ µ0 gegen H1 : µ > µ0,

(c) ϕ(v1, ..., vN) = 1{T (v)<tN−1,α} mit H0 : µ ≥ µ0 gegen H1 : µ < µ0,

wobei tN,α das α-Quantil der t-Verteilung mit N Freiheitsgraden sei.

Beweis. Beim Testverfahren (a) gilt unter der Nullhypothese µ = µ0. Daher gilt

Vn ∼ N (µ0, σ
2) für alle n = 1, ..., N . Lemma 2.2 impliziert auÿerdem, dass die

Teststatistik unter der Nullhypothese t-verteilt mit N − 1 Freiheitsgraden ist:

T (V ) =
√
N
V.− µ0√
σ̂(V )2

∼ tN−1.

Nun wird bewiesen, dass unter der Nullhypothese die Wahrscheinlichkeit diese ab-

zulehnen höchstens α ist.

Pµ0(ϕ(V ) = 1) = Pµ0(|T (V )| > tN−1,1−α
2
)

= Pµ0
(
{T (V ) < −tN−1,1−α

2
} ∪ {T (V ) > tN−1,1−α

2
}
)

= Pµ0(T (V ) < tN−1,α
2
) + Pµ0(T (V ) > tN−1,1−α

2
)

=
α

2
+
α

2
= α.

Man beachte, dass die Ereignisse in der zweiten Zeile disjunkt sind. Somit verhält

sich die Wahrscheinlichkeit ihrer Vereinigung additiv.

Nun erfolgt der Beweis von (b). Sei µ aus dem Annahmebereich mit der Eigenschaft
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µ ≤ µ0. Insbesondere gilt dann µ0−µ ≥ 0. Man berechne nun den Fehler erster Art:

Pµ(ϕ(V ) = 1) = Pµ (T (V ) > tN−1,1−α)

= Pµ

(
√
N
V.− µ0√

σ̂2
V

> tN−1,1−α

)

= Pµ

(
√
N
V.− µ√
σ̂2
V

> tN−1,1−α +
µ0 − µ√

σ̂2
V︸ ︷︷ ︸

≥0

)

An dieser Stelle soll ausgenutzt werden, dass µ0 − µ ≥ 0 gilt, indem man in der

letzten Zeile den nicht-negativen Bruch weglässt. Dadurch wird die untere Schranke

der Ungleichung kleiner, wodurch die betrachtete Ereignismenge und damit auch die

Wahrscheinlichkeit vergröÿert wird. Insgesamt folgt also

Pµ(ϕ(V ) = 1) ≤ Pµ

(
√
N
V.− µ√
σ̂2
V

> tN−1,1−α

)
= α.

Die letzte Gleichheit folgt aus Lemma 2.2. Damit hält auch das zweite Testverfahren

das Signi�kanzniveau ein. Der Beweis für Test (c) geht analog. �

Nun folgt die Konstruktion des Zweistichproben-t-Tests aus den bisherigen Ergeb-

nissen. Die Grundidee dieses Testverfahrens ist der Vergleich von den unbekannten

Mittelwerten zweier Stichproben, indem ihre Abweichungen durch die beobachten

Stichprobenmittel bestimmt und passend standardisiert werden. Für ein festes, be-

kanntes ∆ ∈ R, das der vorgeschlagenen Di�erenz der Mittelwerte entspricht, wird

folgendes Hypothesenpaar formuliert:

H0 : µ1 − µ2 = ∆ gegen H1 : µ1 − µ2 6= ∆. (4)

In den meisten Fällen ist man an einem generellen Unterschied der Mittelwerte

interessiert und setzt dann ∆ = 0. Dann lässt sich das Hypothesenpaar in folgender

anschaulichen Weise umformen:

H0 : µ1 = µ2 gegen H1 : µ1 6= µ2. (5)
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Erneut wird Lemma 2.2 benötigt, um für einen Zweistichproben-t-Test zu zeigen,

dass er ein vorgegebenes Signi�kanzniveau einhält. Auÿerdem müssen die geschätz-

ten Varianzen beider Stichproben geeignet kombiniert werden. Zu den Zufallsva-

riablen X1, ..., XM bzw. Y1, ..., YN wird jeweils eine Realisation für die Stichprobe

betrachtet. Die empirischen Varianzen beider Stichproben σ̂2
X und σ̂2

Y aus dem Lem-

ma 2.2 werden verwendet, um die gepaarte empirische Varianz σ̂2
X,Y zu erhalten:

σ̂2
X,Y :=

1

M +N − 2

(
(M − 1)σ̂2

X + (N − 1)σ̂2
Y

)
Die kombinierte empirische Varianz lässt sich im Wesentlichen durch die Unabhän-

gigkeit der beiden Stichproben motivieren. Zunächst müssen die Vorfaktoren 1
M−1

bzw. 1
N−1

eliminiert werden damit die gesamte empirische Varianz beider Stichpro-

ben sinnvoll zusammengefasst werden kann. Die Varianz der Summe von Zufalls-

variablen entspricht der Summe der Varianzen der einzelnen Zufallsvariablen unter

Unabhängigkeit. Nach diesem Konzept lässt sich die Berechnung der gepaarten em-

pirischen Varianz veranschaulichen. Die Zahl der Freiheitsgrade beruht darauf, dass

in den Stichproben bereits (M − 1) und (N − 1) Freiheitsgrade vorliegen. Dies ist

zu beachten damit die Teststatistik unter der Nullhypothese t-verteilt ist. Der Fak-

tor K :=

√
MN

M +N
wird im Folgenden bei allen Zweistichproben-t-Tests und den

Relevanz-Tests als Abkürzung verwendet (Sachs und Hedderich (2015), S.508f).

Satz 2.4 (Zweistichproben-t-Test).

Seien V = (V1, ..., VM),W = (W1, ...,WN) unabhängige Zufallsvariablen mit Vm ∼

N (µ1, σ
2) für m = 1, ...,M und Wn ∼ N (µ2, σ

2) für n = 1, ..., N mit unbekannten

Parametern (µ1, µ2, σ
2) ∈ R× R× R+ und gegebenem ∆ ∈ R. Ferner sei

T (V,W ) = K
V.−W.−∆√

σ̂2
V,W

die Teststatistik. Folgende Entscheidungsregeln ϕ(v, w) = ϕ(v1, ..., vM , w1, ..., wN)

liefern zu den gegebenen Hypothesenpaaren dann jeweils Tests zum Niveau α:

(a) ϕ(v, w) = 1{|T (v,w)|>tM+N−2,1−α
2
} mit H0 : µ1 − µ2 = ∆ gegen H1 : µ1 − µ2 6= ∆,

12



(b) ϕ(v, w) = 1{T (v,w)>tM+N−2,1−α} mit H0 : µ1 − µ2 ≤ ∆ gegen H1 : µ1 − µ2 > ∆,

(c) ϕ(v, w) = 1{T (v,w)<tM+N−2,α} mit H0 : µ1 − µ2 ≥ ∆ gegen H1 : µ1 − µ2 < ∆,

wobei tN,α das α-Quantil der t-Verteilung mit N Freiheitsgraden sei.

Beweis. Zunächst wird die Aussage (a) bewiesen. Die Verteilung der dort angege-

benen Zufallsvariable wird schrittweise bestimmt. Folgende Verteilungseigenschaft

ergibt sich aus der Unabhängigkeit der Zufallsvariablen

V.−W. ∼ N
(
µ1 − µ2,

σ2

M
+
σ2

N

)
= N

(
µ1 − µ2, σ

2M +N

MN

)
.

Es sei an die Abkürzung K :=

√
MN

M +N
zur Normierung der Varianz erinnert.

Erweitert man die Teststatistik mit 1
σ
ergibt sich für ihren Zähler

K

σ
(V.−W.− (µ1 − µ2)) ∼ N (0, 1).

Andererseits folgt für den Nenner der Teststatistik T (V,W ) nach Erweitern:

σ̂2
V,W

σ
=

1

M +N − 2

(
M∑
m=1

(
Vm − V.

σ

)2

+
N∑
n=1

(
Wm −W.

σ

)2
)

︸ ︷︷ ︸
∼χ2

M+N−2

,

wegen Lemma 2.2(a) durch die Unabhängigkeit von V und W . Schlieÿlich liefert

Lemma 2.2(c) die t-Verteilung der Teststatistik T (V,W ) unter der Nullhypothese.

Zu (b): Man betrachte dazu Parameter µ = (µ1, µ2) unter der Nullhypothese mit

µ1 − µ2 ≤ ∆ bzw. ∆− (µ1 − µ2) ≥ 0. Für den Fehler erster Art gilt:

Pµ(T (V,W ) > tM+N−2;1−α) = Pµ

(
K
V.−W.−∆√

σ̂2
V,W

> tM+N−2;1−α

)

= Pµ

(
K
V.−W.− (µ1 − µ2)√

σ̂2
V,W

> tM+N−2;1−α +K
∆− (µ1 − µ2)√

σ̂2
V,W︸ ︷︷ ︸

≥0

)

≤ Pµ

(
K
V.−W.− (µ1 − µ2)√

σ̂2
V,W

> tM+N−2;1−α

)
= α.
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Der Beweis von (c) geht analog. �

2.2 Zweistichproben-Relevanz-t-Tests

Nun werden drei Testverfahren vorgestellt, die als Relevanz-t-Tests bezeichnet wer-

den, da sie aus den t-Tests in Abschnitt 2.1 konstruiert werden. Zur Erinnerung wird

das Hypothesenpaar des Relevanz-Tests mit Relevanzparameter δ ≤ 0 angegeben:

H0 : |µ1 − µ2| ≤ δ gegen H1 : |µ1 − µ2| > δ (H)

2.2.1 Kon�denzintervall-Exlusion

Die erste Methode zur Konstruktion eines Relevanz-t-Tests beruht auf die Verwen-

dung eines Kon�denzintervalls für ∆ = µ1 − µ2 zum Kon�denzniveau 1− α. Über-

deckt die Bereichsschätzung nicht den Nicht-Relevanzbereich [−δ, δ], so kann die

Nullhypothese (H) zum Niveau α abgelehnt werden. Letztere Aussage soll nun im

Folgenden nachgewiesen werden. Das verwendete Kon�denzintervall für ∆ = µ1−µ2

wird in Satz 2.5 hergeleitet.

Der hier gewählte Ansatz entspricht einer analogen Überlegung, die zur Konstruktion

von Äquivalenztests mittels Kon�denzintervall-Inklusion verwendet wird (Schuhma-

cher und Schulgen (2002), S.109f). Bei diesem Ansatz muss [−δ, δ] vom Kon�denzin-

tervall (umgekehrt zu Relevanz-Tests) eingeschlossen werden, um die Nullhypothese

abzulehnen. Analog wird folgender Ansatz zur Konstruktion des Relevanz-Tests da-

her Relevanz-Tests mittels Kon�denzintervall-Exklusion bezeichnet.

Satz 2.5 (Kon�denzintervall des Zweistichproben-t-Test für ∆).

Seien V1, ..., VM ,W1, ...,WN unabhängige Zufallsvariablen mit Vm ∼ N (µ1, σ
2) für

m = 1, ...,M und Wn ∼ N (µ2, σ
2) für n = 1, ..., N mit unbekannten Parame-

tern (µ1, µ2, σ
2) ∈ R × R × R+. Dann erhält man für ∆ = µ1 − µ2 ein (1 − α)-

Kon�denzintervall durch

[
V.−W.− tM+N−2,1−α

2

σ̂V,W
K

,V.−W.+ tM+N−2,1−α
2

σ̂V,W
K

]
,
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wobei σ̂V,W =
√
σ̂2
V,W ist.

Beweis. Sei µ = (µ1, µ2) der wahre Parameter mit µ1 − µ2 = ∆. Zu zeigen ist, dass

obiges Kon�denzintervall das Kon�denzniveau 1−α für ∆ einhält. Dazu werden die

Ungleichung soweit umgeformt, sodass die Teststatistik aus Satz 2.4 vorliegt.

Pµ

(
V.−W.− tM+N−2,1−α

2

σ̂V,W
K
≤ ∆ ≤ V.−W.+ tM+N−2,1−α

2

σ̂V,W
K

)
= Pµ

(
−tM+N−2,1−α

2
≤ −K V.−W.−∆

σ̂V,W
≤ tM+N−2,1−α

2

)
= Pµ

(
tM+N−2,1−α

2
≥ −K V.−W.−∆

σ̂V,W
≥ tM+N−2,α

2

)
= 1− α

2
− α

2
= 1− α.

Man beachte −tM+N−2,1−α
2

= tM+N−2,α
2
und dass in der letzten Zeile T (X, Y ) ∼

tM+N−2 ausgenutzt wird. �

Das hergeleitete Kon�denzintervall erlaubt nun die Konstruktion eines Relevanz-

Tests zum Niveau α.

Satz 2.6 (Zweistichproben-Relevanz-t-Test durch Kon�denzintervalle).

Seien V1, ..., VM ,W1, ...,WN unabhängige Zufallsvariablen mit Vm ∼ N (µ1, σ
2) für

m = 1, ...,M und Wn ∼ N (µ2, σ
2) für n = 1, ..., N mit unbekannten Parametern

(µ1, µ2, σ
2) ∈ R×R×R+. Ferner seien UV,W bzw. OV,W die untere bzw. obere Grenze

des Kon�denzintervalls aus Satz 2.5

UV,W := V.−W.− tM+N−2,1−α/2
σ̂V,W
K

,

OV,W := V.−W.+ tM+N−2,1−α/2
σ̂V,W
K

.

zum Kon�denzniveau 1− α. Dann liefert die Entscheidungsregel

ϕ(v, w) = ϕ(v1, ..., vM ;w1, ..., wN) = 1{
{Uv,w>δ}∪{Ov,w<−δ}

}
für das Hypothesenpaar H0 : |µ1 − µ2| ≤ δ gegen H1 : |µ1 − µ2| > δ einen Test zum

Niveau α.
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Beweis. Sei µ = (µ1, µ2) aus dem Annahmebereich, d.h. |µ1 − µ2| ≤ δ gilt. Es muss

gezeigt werden, dass der Fehler erster Art für alle µ durch α beschränkt ist:

Pµ (ϕ(V,W ) = 1) = Pµ ({UV,W > δ} ∪ {OV,W < −δ})

= Pµ (UV,W > δ) + Pµ (OV,W < −δ)

Da der Nicht-Relevanzbereich [−δ, δ] entweder durch die untere Schranke der Be-

reichsschätzung überschritten oder durch ihre obere Schranke unterschritten wird,

kann im letzten Schritt die Disjunktheit der Ereignisse verwendet werden. Man zeige

nun für beide Wahrscheinlichkeiten, dass sie durch α
2
beschränkt sind.

Pµ (UV,W > δ) = Pµ

(
V.−W.− tM+N−2,1−α/2

σ̂V,W
K

> δ

)
= Pµ

(
K
V.−W.− δ

σ̂V,W
> tM+N−2,1−α/2

)
= Pµ

(
K

(
V.−W.− (µ1 − µ2)

σ̂V,W
+

(µ1 − µ2)− δ
σ̂V,W︸ ︷︷ ︸
≤0

)
> tM+N−2,1−α/2

)
.

Aus der Annahme µ1−µ2 ≤ δ folgt µ1−µ2−δ ≤ 0. Entfernt man den Term µ1−µ2−δ

aus dem Zähler in der letzten Wahrscheinlichkeit, so wird die Ereignismenge und

damit die Wahrscheinlichkeit vergröÿert. Ferner besitzt der restliche Ausdruck nach

Satz 2.4 folgende Verteilung unter der Nullhypothese:

K
V.−W.− (µ1 − µ2)

σ̂V,W
∼ tM+N−2.

Daraus ergibt sich das gewünschte Teilresultat:

Pµ (UV,W ) ≤ Pµ

(
K
V.−W.− (µ1 − µ2)

σ̂V,W
> tM+N−2,1−α/2

)
=
α

2
.

Die Argumentation für die andere Wahrscheinlichkeit verläuft analog:

Pµ (OV,W < −δ) = Pµ

(
K

(
V.−W.− (µ2 − µ1)

σ̂V,W
+

(µ2 − µ1) + δ

σ̂V,W

)
< tM+N−2,α/2

)

Nach Annahme gilt µ2 − µ1 ≥ −δ, was µ2 − µ1 + δ ≥ 0 impliziert. Entfernt man
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diesen Term im Zähler, so wird analog wie oben die Wahrscheinlichkeit vergröÿert:

Pµ (OV,W < −δ) ≤ Pµ

(
K
V.−W.− (µ2 − µ1)

σ̂V,W
< tM+N−2,α/2

)
=
α

2
.

Dabei geht hier erneut Satz 2.4 ein. Die Zusammensetzung beider Teilresultate lie-

fert, dass der Fehler erster Art durch α beschränkt ist. �

Die Grenzen des Kon�denzintervalls aus Satz 2.5 können für die Konstruktion eines

Relevanz-Tests mit Kon�denzintervall-Exklusion verallgemeinert werden.

Für α1, α2 ∈ (0, α) seien

UV,W (α1) := V.−W.− tM+N−2,1−α1

σ̂V,W
K

und

OV,W (α2) := V.−W.+ tM+N−2,1−α2

σ̂V,W
K

,

wobei α1 +α2 = α gelte. Ersetzt man in Satz 2.6 die Grenzen UV,W und OV,W durch

UV,W (α1) und OV,W (α2), so erhält man ebenfalls einen Relevanz-Test zum Niveau α.

Der Beweis dazu geht vollständig analog. Im Fall von Satz 2.6 sind α1 = α2 = α
2
. Da-

durch lassen sich die beiden möglich vorkommenden Lageunterschiede unterschied-

lich stark gewichten. Für α1 → 0 bzw. α2 → 0 ergibt sich ein zu einem der einseitigen

t-Tests aus Satz 2.3 äquivalenter Test.

Zum Abschluss zur ersten Variante des Relevanz-t-Tests soll der Fall für δ = 0 be-

trachtet werden. Die Entscheidungsregel des Tests 2.6 besitzt dann folgende Gestalt

ϕ(v, w) = 1{
{Uv,w>0}∪{Ov,w<0}

} = 1{
0/∈[Uv,w,Ov,w]

}.
Diese Entscheidungsregel untersucht die Fragestellung, ob der Parameter ∆ = 0 im

realisierten Kon�denzintervall aus Satz 2.5 enthalten ist. Das wiederum entspricht

dem Testproblem aus Satz 2.4 geschrieben als duales Testproblem mittels Kon�-

denzintervall (Czado und Schmidt (2011), S.157f). Der Relevanz-Test ist für den

Fall δ = 0 also entartet und entspricht einem üblichen Zweistichproben-t-Test ohne

Relevanzbereiche.
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2.2.2 Multiple Hypothesen

Ein weiterer elementarer Ansatz ist die Au�ösung der Hypothesen in zwei Teilhy-

pothesen, die man dann jeweils separat untersucht:

H0 : |µ1 − µ2| ≤ δ gegen H1 : |µ1 − µ2| > δ (H)

H(1)
0 : µ1 − µ2 ≤ δ gegen H(1)

1 : µ1 − µ2 > δ (H(1))

H(2)
0 : µ2 − µ1 ≤ δ gegen H(2)

1 : µ2 − µ1 > δ (H(2))

Die beiden Teilhypothesenpaare H(i) für i = 1, 2 können jeweils mit einem einsei-

tigen Zweistichproben-t-Test mit ∆ = δ getestet werden. Dadurch wird aus einem

zweiseitigen Hypothesenpaar ein multiples Testproblem mit jeweils zwei einseitigen

Hypothesen generiert.

Man lehnt die globale Nullhypothese H0 ab, falls H(1)
0 oder H(2)

0 abgelehnt werden.

Das Signi�kanzniveau wird im multiplen Testverfahren jeweils adjustiert, um einen

in�ationären E�ekt auf den Fehler erster Art zu verhindern. Das globale Signi�-

kanzniveau α, das für das gesamte Testverfahren (H) eingehalten soll, muss in den

Teilhypothesen (H(i)) für i = 1, 2 verkleinert werden. Das jeweilige adjustierte Si-

gni�kanzniveau α(i) zur Teilhypothese (H(i)) heiÿt lokales Signi�kanzniveau.

Ein Weg zur Adjustierung ermöglicht die Bonferroni-Methode. Dabei werden das

lokale Signi�kanzniveau durch die Anzahl aller durchgeführten Tests dividiert; hier

also durch α(i) = α
2
für i = 1, 2 (siehe auch Sachs und Hedderich (2015), S.568�).

Satz 2.7 (Multipler Zweistichproben-Relevanz-t-Test).

Seien V1, ..., VM ,W1, ...,WN unabhängige Zufallsvariablen mit Vm ∼ N (µ1, σ
2) für

m = 1, ...,M und Wn ∼ N (µ2, σ
2) für n = 1, ..., N mit unbekannten Parametern

(µ1, µ2, σ
2) ∈ R× R× R+. Ferner seien

T (1)(V,W ) = K
V.−W.− δ

σ̂V,W

T (2)(V,W ) = K
W.− V.− δ

σ̂V,W

die Teststatistiken für das Hypothesenpaar (H(1)) bzw. (H(2)). Dann liefert die Ent-
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scheidungsregel

ϕ(v, w) = ϕ(v1, ..., vM , w1, ..., wN) = 1{
{T (1)(v,w)>tM+N−2,1−α

2
}∪{T (2)(v,w)>tM+N−2,1−α

2
}
}

für das Hypothesenpaar H0 : |µ1 − µ2| ≤ δ gegen H1 : |µ1 − µ2| > δ einen Test zum

Niveau α.

Beweis. Sei µ = (µ1, µ2) ein Parameter mit der Eigenschaft |µ1 − µ2| ≤ δ. Man

schätze nun den Fehler erster Art gegen α ab:

Pµ(ϕ(V,W ) = 1) = Pµ({T (1)(V,W ) > tM+N−2,1−α
2
} ∪ {T (2)(V,W ) > tM+N−2,1−α

2
})

≤ Pµ(T (1)(V ;W ) > tM+N−2,1−α
2
)︸ ︷︷ ︸

≤α
2

+Pµ(T (2)(V,W ) > tM+N−2,1−α
2
)︸ ︷︷ ︸

≤α
2

.

Die beiden Summanden entsprechen exakt den Summanden aus dem Beweis von

Satz 2.4(b), da die Untersuchung der Teilhypothesen genau diesem Test entsprechen.

Daraus ergibt sich die Beschränktheit durch α. �

Die Bonferroni-Methode ist nicht die einzige Möglichkeit zur Adjustierung des Si-

gni�kanzniveaus beim multiplen Testen. Man kann beide Teilhypothese auch durch

unterschiedliche lokale Signi�kanzniveaus α1, α2 ∈ (0, α) mit α1 + α2 = α ersetzen.

Vergleicht man in Satz 2.7 die Teststatistiken T (i) statt mit dem 1− α
2
-Quantil mit

dem 1 − αi-Quantil für i = 1, 2, so ergibt sich auch ein Relevanz-Test zum Niveau

α. Dies kann man analog wie in Satz 2.7 beweisen.

Der Relevanz-t-Tests aus Abschnitt 2.2.1 mit Kon�denzintervall-Exklusion und 2.2.2

durch multiple Hypothesen weisen Ähnlichkeiten auf; beispielsweise besitzen beide

Entscheidungsregeln eine disjunktive Form (Oder-Verknüpfung). In der Tat kann

man leicht die Äquivalenz der Testverfahren nachrechnen. Die Äquivalenz von zwei

Tests bedeutet, dass die Testverfahren immer zu gleichen Entscheidungen führen.

Um das einzusehen, formt man die Entscheidungsregel des Testverfahrens aus Satz

2.6 in die Entscheidungsregel in Satz 2.7 um. Exemplarisch wird dies für den ersten
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Fall gezeigt.

UV,W > δ

⇔ V.−W.− tM+N−2,1−α
2

σ̂V,W
K

> δ

⇔ K
V.−W.− δ

σ̂V,W
> tM+N−2,1−α

2

⇔ T (1)(V,W ) > tM+N−2,1−α
2

Die Äquivalenz: OV,W < −δ ⇔ T (2)(V,W ) > tM+N−2,1−α
2
zeigt man analog. Daraus

folgt die Äquivalenz der Testverfahren in 2.2.1 und 2.2.2.

Abschlieÿend soll der entartete Fall für δ = 0 untersucht werden. Dieser ergibt

dann ebenso einen Zweistichproben-t-Test ohne Relevanzbereich mit Di�erenzpara-

meter ∆ = 0. Das sieht man ein, indem man in die Teststatistiken T (1)(V,W ) und

T (2)(V,W ) den Relevanzparameter δ = 0 setzt. Die Entscheidungsregel aus Satz 2.7

ϕ(v, w) = 1{
{T (1)(v,w)>tM+N−2,1−α

2
}∪{T (2)(v,w)>tM+N−2,1−α

2
}
}

ist genau dann 1, falls

T (1)(v, w) > tM+N−2,1−α
2
oder T (2)(v;w) > tM+N−2,1−α

2
gilt.

Es gilt −T (1)(v, w) = T (2)(v, w) wegen δ = 0. Die Aussage ist dann äquivalent zu

T (1)(v, w) > tM+N−2,1−α
2
oder − T (1)(v;w) > tM+N−2,α

2
bzw.

|T (1)(v, w)| > tM+N−2,1−α
2

Das entspricht genau der Entscheidungsregel aus Satz 2.4(a). Alternativ hätte man

dies mit der Äquivalenz zum Test aus Satz 2.2.1 begründen können.
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2.2.3 Verwendung der dezentralen t-Verteilung

Für den letzten Ansatz zur Gewinnung eines Zweistichproben-Relevanz-t-Tests wird

die dezentrale t-Verteilung eingeführt (Sachs und Hedderich (2015), S.289f).

De�nition 2.8 (Dezentrale t-Verteilung).

Eine Zufallsvariable ZN heiÿt dezentral-t-verteilt mit N Freiheitsgraden und Nicht-

zentralitätsparameter δ, kurz: ZN ∼ tN(δ), falls es zwei zueinander stochastisch

unabhängige Zufallsvariable V ∼ N (δ, 1) und WN ∼ χ2
N gibt, sodass

TN =
V√
WN

N

gilt.

Für δ = 0 ergibt sich insbesondere die übliche t-Verteilung. Die dezentrale t-Verteilung

bildet einen formalen Bestandteil im nächsten Satz. Eine analoge Ausführung für

Äquivalenztests wird in Wellek (2010), S.129�. dargestellt. Die Darstellung des nach-

folgenden Relevanz-Tests ist an Müller und Denecke (2013), S.223� angelehnt.

Satz 2.9 (Zweistichproben-Relevanz-t-Test).

Seien V1, ..., VM ,W1, ...,WN unabhängige Zufallsvariablen mit Vm ∼ N (µ1, σ
2) für

m = 1, ...,M und Wn ∼ N (µ2, σ
2) für n = 1, ..., N mit unbekannten Parametern

(µ1, µ2, σ
2) ∈ R× R× R+ und gegebenem δ ≥ 0. Ferner sei

T (V,W ) = T (V1, ..., VM ,W1, ...,WN) = K
V.−W.
σ̂V,W

die Teststatistik. Dann liefert die folgende Entscheidungsregel

ϕ(v, w) = ϕ(v1, ..., vM , w1, ..., wN) = 1{|T (v,w)|>cα} zum Hypothesenpaar

H0 : |µ1 − µ2| ≤ δσ gegen H1 : |µ1 − µ2| > δσ

ein Test zum Niveau α, wobei cα ∈ R folgende Gleichung erfüllen soll

α = 1− F (cα) + F (−cα)

und F die Verteilungsfunktion der dezentralen t-Verteilung mit M+N−2 Freiheits-
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graden und Nichtzentralitätsparameter Kδ ist.

Beweis. Sei µ = (µ1, µ2) ein Parameter aus dem Annahmebereich, das heiÿt |µ1 −

µ2| ≤ δσ. Zu zeigen ist, dass der Fehler erster Art durch das Signi�kanzniveau α

beschränkt wird. Der Beweis wird in zwei Schritte gegliedert:

1. Man zeige, dass die Gütefunktion Eµ(ϕ) bezüglich µ1−µ2 ein monoton wach-

sendes bzw. fallendes Verhalten für µ1 − µ2 ≥ 0 bzw. µ1 − µ2 ≤ 0 aufweist.

2. Mit Schritt 1 genügt es dann zu zeigen, dass der Fehler erster Art auf dem

Rand des Annahmebereichs, also Parameter mit |µ1 − µ2| = δσ, genau das

Signi�kanzniveau α ist.

Schritt 1: Zunächst werden folgende Notationen eingeführt:

M := M(V,W ) := K(V.−W.) und

S := S(V,W ) := σ̂V,W .

Dann lässt sich die Teststatistik durch T (V,W ) = M
S
darstellen. Nun ist zu zeigen,

dass für den Aspekt a(µ) := µ1 − µ2 mit a(µ) ≥ 0 die Gütefunktion Eµ(ϕ) in dem

Sinne monoton wachsend ist, dass für a(µ) ≤ a(µ∗) folgendes Wachstumsverhalten

Eµ(ϕ) ≤ Eµ∗(ϕ) für entsprechende µ, µ∗ aus dem Annahmebereich vorliegt (Fall 1).

Analog soll für a(µ) := µ1−µ2 ≤ 0 mit a(µ) ≤ a(µ∗) ≤ 0 gelten, dass ein abfallendes

Verhalten mit Eµ(ϕ) ≥ Eµ∗(ϕ) vorliegt (Fall 2).

Zum Beweis beider Fälle wird als Vorbereitung die Gütefunktion in eine andere

Darstellung überführt:

Eµ(ϕ) = Pµ(|T (V,W )| > cα)

= Pµ

(∣∣∣∣MS
∣∣∣∣ > cα

)
=

∫
R×R+

1

{∣∣∣m
s

∣∣∣ > cα

}
dPµ,(M,S)(m, s),

wobei Pµ,(M,S) die gemeinsame Verteilung von M,S bezüglich dem Parameter µ sei.

Die gemeinsame Verteilung lässt sich durch Pµ,(M,S) = Pµ,M |S ⊗ Pµ,S als bedingtes
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Produktmaÿ schreiben (Klenke (2006), S.178). Damit lässt sich die obige Rechnung

fortsetzen

=

∫
R×R+

1

{∣∣∣m
s

∣∣∣ > cα

}
d(Pµ,M |S=s ⊗ Pµ,S)(m, s)

=

∫
R+

∫
R

1

{∣∣∣m
s

∣∣∣ > cα

}
dPµ,M |S=s(m)dPµ,S(s)

=

∫
R+

Pµ

(∣∣∣∣MS
∣∣∣∣ > cα | S = s

)
dPµ,S(s).

Man beachte die Verwendung des Satzes von Fubini (Klenke (2006), S.265), um zur

zweiten Zeile zu gelangen. Ferner gilt nach Lemma 2.2, dass M und S stochastisch

unabhängig sind. Daher lässt sich die Bedingung in der bedingten Wahrscheinlichkeit

im Integrand einsetzen, da sie unabhängig von M ist:

=

∫
R+

Pµ

(∣∣∣∣Ms
∣∣∣∣ > cα

)
dPµ,S(s)

=

∫
R+

(
1− Pµ

(
M

s
≤ cα

)
+ Pµ

(
M

s
≤ −cα

))
dPµ,S(s).

Weiterhin gilt 1
σ
(M − a(µ)) ∼ N (0, 1), wenn µ der wahre Parameter ist. Die obigen

Ereignisse können durch Pµ( 1
σ
(M − a(µ)) ≤ 1

σ
(scα− a(µ))) bzw. Pµ( 1

σ
(M − a(µ)) ≤

1
σ
(−scα − a(µ))) äquivalent dargestellt werden, sodass die Zufallsvariablen einer

Standardnormalverteilung folgen:

=

∫
R+

(
1− Φ

(
1

σ
(scα − a(µ))

)
+ Φ

(
1

σ
(−scα − a(µ))

))
︸ ︷︷ ︸

=:gσ,s(a(µ))

dPµ,S(s), (I)

wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung sei. Für den ersten

Fall muss nun gezeigt werden, dass für a(µ) ≤ a(µ∗) die Funktion gσ,s(a(µ)) monoton

wachsend ist. Dann würde mit (I) folgen, dass Eµ(ϕ) ≤ Eµ∗(ϕ).

Sei f die Dichtefunktion der Stanardnormalverteilung. Die Monotonie von gσ,s wird
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mithilfe ihrer Ableitung gezeigt:

dgσ,s(a(µ))

da(µ)
=

1

σ

(
Φ′
(

1

σ
(scα − a(µ))

)
− Φ′

(
1

σ
(−scα − a(µ))

))
=

1

σ

(
f

(
1

σ
(scα − a(µ))

)
− f

(
1

σ
(−scα − a(µ))

))
=

1√
2πσ2

(
exp

(
−(scα − a(µ))2

2σ2

)
− exp

(
−(−scα − a(µ))2

2σ2

))
=

1√
2πσ2

(
exp

(
−(scα − a(µ))2

2σ2

)
− exp

(
−(scα + a(µ))2

2σ2

))
!

≥ 0.

Die Behauptung, dass letzterer Ausdruck gröÿer 0 ist, lässt sich elementar durch

Äquivalenzumformungen nachprüfen. Man beachte dazu, dass σ, s, cα, a(µ) ≥ 0 sind:

exp

(
−(scα − a(µ))2

2σ2

)
!

≥ exp

(
−(scα + a(µ))2

2σ2

)
⇔ (scα − a(µ))2

!

≤ (scα + a(µ))2

⇔ (scα)2 − 2scαa(µ) + a(µ)2
!

≤ (scα)2 + 2scαa(µ) + a(µ)2

⇔ 0
!

≤ 4scαa(µ),

wobei letzte Aussage wegen der Bedingungen an die Parameter wahr ist und gefol-

gert werden kann, dass gσ,s monoton wachsend für positive a(µ) ist.

Der zweite Fall kann analog für das umgekehrte Relationszeichen nachgerechnet

werden. Es ergibt sich 0
!

≥ 4scαa(µ), was eine wahre Aussage ist, da a(µ) ≤ 0 ist.

Daraus folgt, dass gσ,s für negative a(µ) monoton fallend ist. Aus (I) folgt dann:

Eµ(ϕ) ≥ Eµ∗(ϕ), falls a(µ) ≤ a(µ∗) ≤ 0.

Schritt 2: Nun wird gezeigt, dass auf dem Rand der Nullhypothese |µ1 − µ2| = δσ

das Signi�kanzniveau α exakt eingehalten wird. Sei a(µ) = µ1 − µ2 = δσ. Der Fall
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µ1 − µ2 = −δσ kann genauso bewiesen werden. Es gilt:

Pµ

(∣∣∣∣KV.−W.
σ̂V,W

∣∣∣∣ > cα

)
= Pµ

(∣∣∣∣KV.−W.− a(µ) + a(µ)

σ̂V,W

∣∣∣∣ > cα

)
= Pµ

(∣∣∣∣KV.−W.− a(µ) + δσ

σ̂V,W

∣∣∣∣ > cα

)
= Pµ

(∣∣∣∣∣ Kσ (V.−W.− a(µ)) +Kδ
σ̂V,W
σ

∣∣∣∣∣ > cα

)
.

Da K
σ

(V.−W.−a(µ)) ∼ N (0, 1) ist, folgt unter Verwendung von Lemma 2.2, dass der

linke Ausdruck (ohne Beträge) einer dezentralen t-Verteilung mit Nichtzentralitäts-

parameterKδ folgt. Schlieÿlich lässt sich die Wahrscheinlichkeit wie folgt umformen:

= 1− Pµ

(
K
σ

(V.−W.− a(µ)) +Kδ
σ̂V,W
σ

≤ cα

)

+ Pµ

(
K
σ

(V.−W.− a(µ)) +Kδ
σ̂V,W
σ

≤ −cα

)
= α,

wobei die letzte Gleichheit nach De�nition von cα gilt. Wegen der nachgewiese-

nen Monotonieeigenschaft der Gütefunktion aus Schritt 1 ist der Fehler erster Art

für beliebige a(µ) mit 0 ≤ a(µ) ≤ δσ durch α beschränkt. Analog nutzt man die

Monotonieeigenschaft, um nachzuweisen, dass der Fehler erster Art für a(µ) mit

−δσ ≤ a(µ) ≤ 0 durch α beschränkt, womit gezeigt ist, dass der Test das Signi�-

kanzniveau α einhält. �

Es werden nun einige Bemerkungen zur Anwendung dieses t-Tests geliefert.

Konsequenzen bei falscher Wahl der Varianz

Im Vergleich zu den anderen beiden t-Tests ist für einen festen Relevanzparameter

δ ≥ 0 das Hypothesenpaar zusätzlich von der unbekannten Standardabweichung

σ abhängig. Hat man keine Informationen über die Standardabweichungen, weiÿ

man bei der Anwendung dieses Tests nicht, welches Hypothesenpaar man tatsäch-

lich untersucht, da man ein zur Standardabweichung passenden Relevanzparameter

δ wählen muss. Es kann problematisch sein, wenn man die Standardabweichung zu

stark unter- oder überschätzt, da so δ auch verzerrt wird.
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Unterschätzt man die Varianz, so ist der eigentlich untersuchte Nicht-Relevanzbereich

[−δ, δ] gröÿer. Der Test wird dann zum vermeintlichen Hypothesenpaar seltener ab-

lehnen, da ein gröÿerer Nicht-Relevanzbereich als nötig überschritten werden muss.

Überschätzt man die Varianz, passiert das Gegenteil. Der wahre Nicht-Relevanzbereich

ist kleiner, wodurch man häu�ger zum vermeintlichen Hypothesenpaar ablehnt. Vor

allem letzteres führt dann im Allgemeinen zu einem Nichteinhalten des Niveaus

unter dem vermeintlichen Hypothesenpaar.

Berechnung von cα

Der Wert cα = cα(M,N, δ, α) muss zur Anwendung des Tests bestimmt werden. Er

hängt von der Summe der Stichprobenumfänge M + N , dem Relevanzparameter δ

und dem Signi�kanzniveau α ab. Nach De�nition ist cα eine reelle Zahl, sodass

α
!

= 1− F (cα) + F (−cα)

⇔ 0
!

= 1− F (cα) + F (−cα)− α

gilt. Dabei ist F die Verteilungsfunktion der dezentralen t-Verteilung mitM+N−2

Freiheitsgraden und NichtzentralitätsparameterKδ. cα ist eindeutig, da die Funktion

g(c) := 1− F (c) + F (−c)− α streng monoton fallend ist. Das sieht man ein, indem

man die Ableitung g′(c) = −f(c)−f(−c) betrachtet, wobei f die Dichtefunktion zur

Verteilungsfunktion von F ist. Da die Dichtefunktion strikt positiv ist, also f(c) > 0

für jedes c ∈ R gilt, ist g′(c) < 0 für jedes c ∈ R. Ferner lässt sich cα somit als

folgendes Minimierungsproblem mit eindeutiger Lösung schreiben:

cα := argmin
c∈R

|1− F (c) + F (−c)− α|.

Die Existenz der Lösung ist gewährleistet, da α ∈ (0, 1) und die stetige Funktion

1−F (c)+F (−c) Werte zwischen (0, 2) für c ∈ R annimmt. Mit der R-Funktion pt()

kann die Verteilungsfunktion der dezentralen t-Verteilung über ncp zur Angabe des

Dezentralitätsparameters berechnet werden. Der kritische Wert cα kann dann über

eine Optimierung bestimmt werden.

Die Tabelle 1 listet einige Werten für cα bei δ = 1 und α = 0.05 und verschiedene
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Stichprobenumfänge M,N , die in Kapitel 3 der Arbeit verwendet werden.

Tabelle 1: Einige cα bei δ = 1, α = 0.05 und Gesamtstichprobenumfang M +N

Stichprobenumfang von M
(wobei: M = N)

5 10 20 30 50 100 200

c0.05 3.962 4.303 5.094 5.759 6.846 8.882 11.789

Zum Abschluss soll der Fall δ = 0 diskutiert werden. Auch hier wird sich der übliche

Zweistichproben-t-Test ergeben. Man betrachte das Minimierungsproblem:

cα = argmin
c∈R

|1− F (c) + F (−c)− α|

Da Kδ = 0 ist, liefert F die Verteilungsfunktion der zentralen t-Verteilung mit

M +N − 2 Freiheitsgrad. Die Symmetrie der zentralen t-Verteilung liefert:

cα = argmin
c∈R

|1− F (c) + (1− F (c))− α|

= argmin
c∈R

|2− 2F (c)− α|

= argmin
c∈R

∣∣∣1− F (c)− α

2

∣∣∣
= tM+N−2;1−α

2
,

wobei tM+N−2;1−α
2
das (1−α

2
)-Quantil der t-Verteilung mitM+N−2 Freiheitsgraden

ist. Setzt man cα = tM+N−2;1−α
2
in die Entscheidungsregel aus Satz 2.9 ein, liefert

das gerade den Zweistichproben-t-Test aus Satz 2.4(a).

2.3 Zweistichproben-Relevanz-Tests basierend auf

Datentiefen

Die Einführung der Relevanz-Tests basierend auf Datentiefen soll durch die Abbil-

dung 1 motiviert werden. In der Darstellung liegen zwei Lageparameter µ = (µ1, µ2)

vor, um die unabhängig, identische Realisationen von Zufallsvariabeln streuen (in

der Abbildung 1 mit Varianz σ2 = 1
2
unter einer Normalverteilung). Dabei sei zu

beachten, dass die Parameter µ1, µ2 unbekannt sind, sodass aus den Realisationen

auf die Lageparameter geschlossen werden muss.
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Abbildung 1: Fünf Daten aus jeweils zwei Stichproben mit Mittelwert µ1 = 1 und
µ2 = 2 aus einer Normalverteilung mit Abstand δ = 1 mit Varianz
σ2 = 1

2
mit eingezeichneten Residuen und ihren Vorzeichen

Man betrachtet nun ein �xes Parameterpaar µ, das im Nicht-Relevanzbereich zum

Relevanzparameter δ liegt, also für δ ≥ 0 gelte |µ1 − µ2| ≤ δ. Das Verhalten der

Residuen für das ausgewählte Parameterpaar im Nicht-Relevanzbereich wird im Fol-

genden untersucht. Die Residuen seien dabei wie folgt de�niert.

Für zn :=

xn für n = 1, ...,M

yn−M für n = M + 1, ..., N +M

sei

res(µ, zn) :=

xn − µ1 für n = 1, ...,M

yn−M − µ2 für n = M + 1, ..., N +M

für µ = (µ1, µ2) ∈ R2

Aus der Gestalt der Residuen können Informationen gewonnen werden, inwieweit

die gewählten Lageparamtern den wirklichen entsprechen. Beispielsweise betrachtet

man quadrierte Summen der Residuen oder ihre Vorzeichen. Unter der Annahme,

dass die Fehler E1, ..., EM+N den Median 0 haben, erwartet man, dass für die wah-

ren Parameter ungefähr gleich viele positive und negative Vorzeichen der Residuen

auftreten. Dadurch könnte man einen Vorzeichentest motivieren:

Man untersucht das Verhalten der Vorzeichen der Residuen für alle Parameterpaa-

re µ im Nicht-Relevanzbereich. Liegen für alle Parameter im Nicht-Relevanzbereich

untypische Verhältnisse der Vorzeichen vor, so spricht das dafür, dass die Parameter

µ1 und µ2 einen relevanten Unterschied besitzen.
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Dieser Ansatz weist allerdings das Problem auf, dass man beliebige Parameterpaare

µ1, µ2 im Nicht-Relevanzbereich betrachten muss. Dadurch �ndet man immer ein

Paar im Annahmebereich, sodass die Nullhypothese nicht verworfen werden kann.

Weitere Details lassen sich in Abschnitt 2.3.4 zu diesem Ansatz nachlesen.

Eine andere Idee ist die Betrachtung von Vorzeichenwechsel der Residuen. Ziel ist

es nun ein Parameterpaar µ im Nicht-Relevanzbereich zu �nden, sodass möglichst

viele Vorzeichenwechsel generiert werden. Viele Vorzeichenwechsel sprechen für ei-

ne gute Anpassung des Lageparameters. Betrachtet man in Abbildung 1 das wahre

Parameterpaar und δ = 1 als Relevanzparameter, so liegen zum Beispiel relativ vie-

le Vorzeichenwechsel vor. Die Annahme, E1, ..., EM+N haben den Median 0, liefert

die Erwartungshaltung, dass die Hälfte aller benachbarten Datenpaare unter den

wahren Parametern ihre Vorzeichen wechseln sollten. Fünf Vorzeichenwechsel ent-

sprechen demnach einer sehr guten Anpassung. Die Annahme, dass der Parameter

µ = (1, 2) im Nicht-Relevanzbereich liegen, würde man nicht ablehnen.

Wählt man mit δ ≤ 1
2
kleiner, so lassen sich, wie in Abbildung 2 zu sehen, weni-

Abbildung 2: Fünf Daten aus jeweils zwei Stichproben mit Mittelwert µ1 = 1 und
µ2 = 2 aus einer Normalverteilung mit Abstand δ = 1

2
mit Varianz

σ2 = 1
2
mit eingezeichneten Residuen und ihren Vorzeichen

ger Möglichkeiten an Vorzeichenwechsel generieren, da die gewählten Lageparameter

näher aneinander liegen müssen. Damit kann eventuell eine gute Anpassung der La-

geparameter nicht gewährleistet werden. Existiert kein einziges Parameterpaar, das

viele Vorzeichenwechsel erzeugen kann, würde man die Annahme, dass die wahren

Parameter im Nicht-Relevanzbereich liegen, ablehnen.
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Die Schwierigkeit bei diesem Ansatz ist der Fall, wenn man die Nullhypothese ableh-

nen soll, da eine Nichtexistenz deutlich schwieriger nachzuweisen ist als eine Exis-

tenz. Für eine Nichtexistenz müssen alle infrage kommende Parameter im Nicht-

Relevanzbereich überprüft werden. Diese Hürde erlaubt aber gerade, im Vergleich

zum oben genannten Idee eines Vorzeichentests, einen sinnvollen Tests bezüglich der

Vorzeichenwechsel zu konstruieren.

2.3.1 Die volle Dreiertiefe

Die Untersuchung der Vorzeichenwechsel kann durch verschiedene Gröÿen von Tu-

peln erfolgen. Man kann beispielsweise Paare, Tripel usw. von Vorzeichen der Resi-

duen betrachten. Betrachtet man die Vorzeichen aller möglichen unterschiedlichen

Residuen bis auf ihre Reihenfolge, so spricht man von einer vollen Tiefe. Im Folgen-

den wird für die Fehler E1, ..., EM+N zusätzlich eine stetige Verteilung angenommen,

sodass fast sicher kein Residuum gleich 0 ist. Unter dieser Annahme kann folgende

De�nition eingeführt werden (Kustosz, Müller und Wendler (2016)).

De�nition 2.10 (Volle Daten-Tiefe).

Gegeben seien Realisationen zweier Stichproben x1, ..., xM , y1, ..., yN , auch ausge-

drückt durch z = (z1, ..., zM+N) wie oben. Für ein gegebenes µ = (µ1, µ2) ∈ R
2

werden folgende Maÿzahlen eingeführt:

(a) Die volle (K + 1)-Tiefe für K ∈ N hat die Gestalt:

dM+N ;(K)(µ, z) =
1(

M+N
K+1

) ∑
1≤n1<n2<...<nK+1≤M+N

(
K+1∏
k=1

1{res(µ, znk)(−1)k > 0}

+
K+1∏
k=1

1{res(µ, znk)(−1)k+1 > 0}

)
.

(b) Für den Fall K = 2 ergibt sich die volle Dreier-Tiefe:

dM+N(µ, z) =
1(

M+N
3

) ∑
1≤n1<n2<n3≤M+N

(
3∏

k=1

1{res(µ, znk)(−1)k > 0}

+
3∏

k=1

1{res(µ, znk)(−1)k+1 > 0}

)
.
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Der Fall, dass Residuen gleich 0 sind, braucht nicht betrachtet werden, da dies fast

sicher wegen der stetigen Verteilung von E1, ..., EM+N nicht auftritt. Streng betrach-

tet reicht es zu fordern, dass die P (res(µ, Zn) = 0) = 0 für beliebige µ, zn gelten soll,

wodurch die Anforderungen an E1, ..., EM+N abgeschwächt werden könnten (und

beispielsweise E1, ..., EM+N auch diskret sein dürfen).

Die volle (K + 1)-Tiefe entspricht der relativen Anzahl aller geordneten Tupeln von

Residuen der Gröÿe K + 1, bei denen K Vorzeichenwechsel im Tupel vorliegen, in

Relation zu allen möglichen Tupeln bis auf Reihenfolge. Eine besondere Rolle spielt

die volle Dreier-Tiefe, da ihr asymptotisches Verhalten bekannt ist und somit zur

Konstruktion von Testverfahren genutzt werden kann.

Asymptotik der vollen Dreier-Tiefe und Konstruktion des Testverfahrens

Die Asymptotik der normierten vollen Dreier-Tiefe wird in Kustosz, Müller und

Leucht (2016) für das AR(1)-Modell hergeleitet. Es kann aber auch auf andere Mo-

dellansätze, wie das hier betrachtete Zweistichproben-Modell für zwei verschiedene

Lageparameter, verwendet werden, da bei der Herleitung der Asymptotik lediglich

die Eigenschaften der Residuen berücksichtigt werden. In der zitierten Quelle wird

für die normierte volle Dreier-Tiefe TM+N(µ, Z) folgende Konvergenz in Verteilung

hergeleitet:

TM+N(µ, Z) :=(M +N)

(
dM+N(µ, Z)− 1

4

)
D−−−−−−−→

(M+N)→∞

3

4
+

3

4
G2(0)2 − 3

2

∫ −2

−2

G1(t)2 dt.

Bei (G(t))t∈[−2,2] = (G1(t), G2(t))t∈[−2,2] handelt es sich um einen zweidimensionalen,

zentrierten Gauÿ-Prozess mit folgender Kovarianzstruktur für s, t ∈ [−2, 2]

Cov(G(t), G(s)) =

∫ 1

0
1(−0.5,0.5](x− s)1(−0.5,0.5](x− t) dx

∫ 1

0
1(−0.5,0.5](x− s) dx∫ 1

0
1(−0.5,0.5](x− t) dx 1

 .

Man beachte, dass die asymptotische Verteilung nicht von einem Zeitpunkt t ∈

[−2, 2] abhängt, da über diesen Zeitbereich integriert wird und daher eine reellwer-

tige Zufallsgröÿe bildet. Zur Konstruktion eines asymptotischen Tests können somit
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die Quantile qα der asymptotischen Verteilung der normierten vollen Dreier-Tiefe

bestimmt werden. Die Quantile lassen sich in R mit dem Paket rexpar von Kus-

tosz und Szugat (2016) mit dem Befehl SimQuants() numerisch berechnen, um sie

für das Testverfahren in Satz 2.11 zu nutzen. Einige Quantile von praxisrelevanten

Signi�kanzniveaus werden in Tabelle 2 aufgeführt.

Tabelle 2: Quantile der asymptotischen Verteilung für verschiedene Signi�kanznive-
aus α

Signi�kanzniveau α 0.05 0.01 0.001
Quantil qα -1.255 -2.240 -3.714

Satz 2.11 (Zweistichproben-Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe).

Seien X1, ..., XM und Y1, ..., YN beliebige, stetige Zufallsvariablen, die den Generalan-

nahmen aus Abschnitt 2 genügen. Man beachte die Notation Z = (X, Y ) für die zu-

sammengefassten Stichproben. Sei das Hypothesenpaar H0 : |µ1−µ2| ≤ δ gegen H1 :

|µ1− µ2| > δ mit Annahmebereich Θ0 := {µ ∈ R2 | |µ1− µ2| ≤ δ} gegeben. Folgende

Entscheidungsregel liefert dann einen asymptotischen Test zum Niveau α:

Man verwerfe H0, falls sup
µ∈Θ0

TM+N(µ, Z) < qα.

Beweis. Man betrachte ein beliebiges µ∗ ∈ Θ0. Dann folgt

Pµ∗( sup
µ∈Θ0

TM+N(µ, Z) < qα) ≤ Pµ∗(TM+N(µ∗, Z) < qα) −−−−−−−→
(M+N)→∞

α

durch Einsetzen von µ∗ als Kandidaten für das Supremum. �

An dieser Stelle ist zu betonen, dass die Annahme med(Ei) = 0 für i = 1, ...,M +N

entscheidend für die Asymptotik der Teststatistik ist.

Weiterhin sei zu erwähnen, dass für den Fall der vollen Zweier-Tiefe mit K = 1

die asymptotische Verteilung in Kustosz und Müller (2014) hergeleitet wurde und

der verschobenen und skalierten χ2-Verteilung 1
2
(1 − U) mit U ∼ χ2

1 entspricht.

Die Herleitung wird in der angegebenen Quelle für das AR(1)-Modell durchgeführt;

allerdings ist die Rechnung auch auf beliebige Modelle, die den Generalannahmen

genügen und fast sicher Residuen ungleich 0 besitzen, übertragbar. Ferner können die
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Quantile der normierten vollen Tiefe auch für K ≥ 4 durch Simulationen berechnet

und weitere Testverfahren gebildet werden.

Geschwindigkeit der Asymptotik der vollen Dreier-Tiefe

Zum Abschluss soll die Asymptotik des Tests genauer untersucht werden. Bei zu

kleinen Stichprobenumfängen bildet das Testverfahren keinen sinnvollen Test, da er

nicht ablehnen kann. Dies hängt damit zusammen, dass bei zu kleinen Stichpro-

benumfängen keine Realisation der Teststatistik den kritischen Wert qα überhaupt

unterschreiten kann. Ziel ist es also den niedrigsten Stichprobenumfang zu �nden,

bei dem der Test ablehnen kann. Man betrachte die Teststatistik

(M +N)

(
dM+N(µ, z)− 1

4

)
.

Für einen festen Stichprobenumfang wird der minimal annehmbare Wert der Test-

statistik mit qα verglichen. Die Teststatistik wird genau dann minimal, wenn die

volle Dreier-Tiefe dM+N(µ, z) = 0 ist. Folgende notwendige Bedingung muss also

erfüllt werden damit das Testverfahren die Nullhypothese ablehnen kann:

−M +N

4

!

≤ qα ⇒ M +N
!

≥ −4qα

Für verschiedene typische Signi�kanzniveaus α gibt die nachfolgende Tabelle 3 den

minimalen Stichprobenumfang an, sodass das Testverfahren überhaupt ablehnen

kann. Die Werte für die Stichprobenumfänge sind dabei auf die nächste natürliche

Zahl aufgerundet worden.

Signi�kanzniveau α 0.05 0.01 0.001
Stichprobenumfang
für M +N

6 9 15

Tabelle 3: notwendiger Stichprobenumfang M + N für ein gegebenes Signi�kanzni-
veau α bei der vollen Dreier-Tiefe

Die notwendigen Stichprobenumfänge sind relativ klein. Allerdings beachte man,

dass die Asymptotik dennoch durch zu wenige Daten beeinträchtigt werden könn-

te und hier lediglich Mindestanforderungen hergeleitet wurden. Weitere Details zur
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Auswirkung des Stichprobenumfangs auf die Asymptotik und die Qualität des Test-

verfahrens lassen sich in der Simulationsstudie in Kapitel 3 nachlesen.

Es sei zu betonen, dass die Berechnung der vollen Dreier-Tiefe für hohe Datenmenge

sehr hohe Rechenzeiten benötigt, da insgesamt 2
(
M+N

3

)
Summanden auf ihre Vor-

zeichen überprüft werden müssen. Daher wird im Abschnitt 2.3.2 eine alternative,

weniger rechenintensive Datentiefe vorgestellt.

Zusammenhang zur Simplex-Tangent-Tiefe

In diesem Unterabschnitt soll ein Zusammenhang zwischen der vollen Datentiefe zur

Simplex-Tangent-Tiefe angegeben werden (siehe auch Kustosz, Müller und Wendler

(2016)). Man betrachte folgendes Regressionsmodell

yn = g(xn, ϑ) + en für n = 1, ..., N,

das durch einen K-dimensionalen Parametervektor ϑ ∈ R
K in Abhängigkeit von

den beobachteten Datenpunkten (x1, y1), ..., (xN , yN) beschrieben wird. Die Feh-

ler e1, ..., eN seien Realisationen unabhängig, identisch verteilter Zufallsvariablen

E1, ..., EN . Ferner seien die Regressoren x1, ..., xN als Realisationen von Zufallsva-

riablen X1, ..., XN zu interpretieren, sodass

X1 < ... < XN

fast sicher die angegebene Ordnungsstruktur erfüllt ist. Der Begri� der Tangent-

Tiefe, welcher unter anderem in Rousseeuw und Hubert (1999) und Mizera (2002)

eingeführt wird, hat die Idee der Betrachtung von Vorzeichenwechsel motiviert. Für

einen Parameter ϑ und z∗ = (z1, ..., zr+1) ist sie de�niert durch

dT (ϑ, z∗) :=
1

K + 1
min
u∈RK

#

{
n ∈ {1, ..., K + 1} | u> ∂

∂ϑ
res(ϑ, zn)2 ≤ 0

}
,

wobei res(ϑ, zn) := yn − g(xn, ϑ) für n = 1, ..., N die Residuen seien. In Kustosz,

Müller und Wendler (2016) wird im Theorem 1 gezeigt, dass unter gewissen Regula-

ritäten an die Regressionsfunktion g sich die Bedingung dT (ϑ, z∗) > 0 äquivalent zu
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alternierenden Vorzeichen der Residuen (mit der Zusatzannahme, dass die Residuen

fast sicher ungleich 0 sind) charakterisieren lässt.

Die aus der Tangent-Tiefe abgeleitete Simplex-Tangent-Tiefe von ϑ in z∗ = (z1, ..., zN)

ist wie folgt de�niert:

dSIM(ϑ, z∗) :=
1(
N
K+1

) ∑
1≤n1<n2<...<nK+1≤N

1{dT (ϑ, zn1 , ..., znK+1
) > 0}.

Besitzt das Regressionsmodell, die in Kustosz, Müller und Wendler (2016) im Theo-

rem 1 dargestellte Regularität, so liefert das (mit der Zusatzannahme, dass die Re-

siduen fast sicher ungleich 0 sind)

dSIM(ϑ, z∗) = dN ;(K)(µ, z∗),

d.h. die Simplex-Tangent-Tiefe und die volle (K + 1)-Tiefe sind dann identisch.

Dieser Zusammenhang gilt für viele Klassen von Regressionsmodellen, wie in Kus-

tosz, Müller und Wendler (2016) gezeigt wird. Der hier dargestellte Zusammenhang

motiviert die Betrachtung von Vorzeichenwechsel zur Untersuchung von Regressi-

onstiefen, deren Ursprünge in der globalen Regressionstiefe und der Tangent-Tiefe

liegen. Insbesondere kann die Simplex-Tangent-Tiefe nun einfacher über die Vorzei-

chenwechsel berechnet werden. Sie kann aber auch innermathematisch bei Unter-

suchungen von asymptotischen Verhalten aus einer anderen Perspektive untersucht

werden.

2.3.2 Die vereinfachte Dreier-Tiefe

Statt alle Tupel zu untersuchen, werden bei der vereinfachten Tiefe lediglich benach-

barte betrachtet:

De�nition 2.12 (Vereinfachte Tiefe).

Gegeben seien Realisationen zweier Stichproben x1, ..., xM , y1, ..., yN , auch ausge-

drückt durch z = (z1, ..., zM+N) wie oben. Für ein gegebenes µ = (µ1, µ2) ∈ R
2

werden folgende Maÿzahlen eingeführt: (siehe auch Kustosz, Müller und Wendler

(2016))
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(a) Die vereinfachte (K + 1)-Tiefe für K ∈ N hat die Gestalt:

dSM+N ;(K)(µ, z) :=
1

M +N −K

M+N−K∑
n=1

(
K+1∏
k=1

1{res(µ, zn+k−1)(−1)k > 0}

+
K+1∏
k=1

1{res(µ, zn+k−1)(−1)k+1 > 0}

)
.

(b) Für den Fall K = 2 ergibt sich die vereinfachte Dreier-Tiefe:

dSM+N(µ, z) :=
1

M +N − 2

M+N−2∑
n=1

(
3∏

k=1

1{res(µ, zn+k−1)(−1)k > 0}

+
3∏

k=1

1{res(µ, zn+k−1)(−1)k+1 > 0}

)
.

Im Gegensatz zur vollen Dreier-Tiefe benötigt die vereinfachte Dreier-Tiefe lediglich

2(M +N − 2) Überprüfungen und besitzt damit eine niedrigere Rechenzeit.

Asymptotik der vereinfachten Dreier-Tiefe und Konstruktion des Testverfah-

rens

Das asymptotische Verhalten der vereinfachten Tiefe lässt sich mit einfacheren Me-

thoden nachrechnen als das der vollen Tiefe. Es gibt zwar Abhängigkeiten unter

den Summanden bei der Berechnung der vereinfachten Tiefe; jedoch bestehen zwi-

schen früheren und späteren Summanden gar keine Abhängigkeiten mehr, da nur

die Vorzeichenwechsel benachbarter Residuen betrachtet werden. Folgende De�niti-

on formalisiert diese schwächere Form von stochastischer Abhängigkeit.

De�nition 2.13 (m-Abhängigkeit von Zufallsvariablen).

Eine Folge von Zufallsvariablen (Vn)n∈N heiÿt m-abhängig für ein m ∈ N0, falls

(Vi, ..., Vi+j) stochastisch unabhängig von (Vi+j+k, ..., Vi+k+j+l) für alle k > m für

i, j, l ∈ N ist.

Für m-abhängige Zufallsvariablen gibt es folgende Konvergenzaussage in Form eines

Zentralen Grenzwertsatzes (siehe Hoe�ding und Robbins (1948)).

Satz 2.14 (Zentraler Grenzwertsatz für m-abhängige Zufallsvariablen).

Sei (Xn)n∈N eine Folge m-abhängiger Zufallsvariablen mit
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(a) E(|Xn|3) ≤ R <∞ für alle n ∈ N

(b) lim
p→∞

1

p

p∑
h=1

Ai+h = A existiert gleichmäÿig für alle i ∈ N0, wobei

Ai = Var(Xi+m) + 2
∑m

j=1 Cov(Xi+m−j, Xi+m) für i ∈ N sei. Dann gilt:

1√
N

N∑
i=1

(Xi − E(Xi)) −−−→
N→∞

N (0, A).

Unter der Annahme, dass eine Folgem-abhängiger Zufallsvariablen identisch verteilt

ist, wird die Voraussetzung (b) des Satzes 2.14 erfüllt, da alle Summanden Ah+p

gleich sind. Dies wird in der Rechnung im nächsten Beweis verwendet.

Satz 2.15 (Asymptotische Normalität der vereinfachten Tiefe).

Seien X1, ..., XM und Y1, ..., YN beliebige, stetige Zufallsvariablen, die den General-

annahmen aus Abschnitt 2 genügen. Man beachte die Notation Z = (X, Y ) für die

zusammengefassten Stichproben. Dann gilt:

T SM+N ;(K)(µ, Z) =
√
M +N −K

dSM+N ;(K)(µ, Z)−
(

1
2

)K√(
1
2

)K (
3− 3

(
1
2

)K −K (1
2

)K−1
) −−−−−−−→

(M+N)→∞
N (0, 1),

Beweis. Die folgenden Ausführungen orientieren sich an Kustosz, Müller und Wend-

ler (2016). Zunächst werden aus den Zufallsvariablen Z = (Z1, ..., ZM+N) de�niert

Vn :=
K+1∏
k=1

1{res(µ, Zn+k−1)(−1)k > 0}+
K+1∏
k=1

1{res(µ, Zn+k−1)(−1)k+1 > 0}

für alle n = 1, ...,M +N −K.

Die Zufallsvariablen V1, ..., VM+N−K sind K-abhängig und identisch verteilt. Ferner

sind sie als Bernoulli-Zufallsvariablen beschränkt und daher existieren auch ihre

dritten Momente gleichmäÿig. Fasst man für beliebige M,N ∈ N diese Zufallsva-

riablen als Folge auf, werden alle Voraussetzungen aus Satz 2.14 erfüllt und der

zentrale Grenzwertsatz für K-abhängige Zufallsvariablen kann angewendet werden.
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Zunächst berechnet man den Erwartungswert für beliebiges n:

E(Vn) = E

(
K+1∏
k=1

1{res(µ, Zn+k−1)(−1)k > 0}+
K+1∏
k=1

1{res(µ, Zn+k−1)(−1)k+1 > 0}

)

=
K+1∏
k=1

P (res(µ, Zn+k−1)(−1)k > 0) +
K+1∏
k=1

P (res(µ, Zn+k−1)(−1)k+1 > 0)

=

(
1

2

)K+1

+

(
1

2

)K+1

=

(
1

2

)K
.

In der letzten Zeile geht vor allem die Annahme an den Median ein. Ferner sei nun

A aus Satz 2.15 zu bestimmen. Dazu betrachte man vorerst folgende Rechnung:

Für beliebiege i ∈ N0 :
1

p

p∑
h=1

Ai+h

=
1

p

p∑
h=1

(
Var(Vi+h+K) + 2

K∑
j=1

Cov(Vi+h+K−j, Vi+h+K)

)

= Var(Vi+1+K) + 2
K∑
j=1

Cov(Vi+1+K−j, Vi+1+K)

wobei die identische Verteilung der V1, ..., VM+N−K in der letzten Gleichheit eingeht.

Insbesondere ist der Ausdruck für jedes i ∈ N0 gleich und unabhängig von p. Also

hat A folgende Gestalt:

A = Var(V1) + 2
K∑
j=1

Cov(VK+1−j, VK+1).

Beide Summanden werden nun nacheinander bestimmt.

Var(V1) = E

((V1 −
(

1

2

)K)2


= E(V 2
1 )− 2E(V1)

(
1

2

)K
+

(
1

2

)2K

=

(
1

2

)K
−
(

1

2

)2K

=

(
1

2

)K (
1−

(
1

2

)K)
.
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Ferner gilt für j = 1, ..., K

Cov(VK+1−j, VK+1) = E

((
VK+1−j −

(
1

2

)K)(
VK+1 −

(
1

2

)K))

= E(VK+1−jVK+1)− E(VK+1−j)

(
1

2

)K
− E(VK+1)

(
1

2

)K
+

(
1

2

)2K

=

(
1

2

)K+j

−
(

1

2

)2K

.

Insgesamt folgt daraus für A

A =

(
1

2

)K (
1−

(
1

2

)K)
+ 2

K∑
j=1

((
1

2

)K+j

−
(

1

2

)2K
)

=

(
1

2

)K (
1−

(
1

2

)K)
+

(
1

2

)K K−1∑
j=0

(
1

2

)j
−K

(
1

2

)2K−1

.

Die Verwendung der geometrischen Summenformel ergibt weiterhin:

=

(
1

2

)K (
1−

(
1

2

)K
+

1−
(

1
2

)K
1− 1

2

−K
(

1

2

)K−1
)

=

(
1

2

)K (
1−

(
1

2

)K
+ 2− 2

(
1

2

)K
−K

(
1

2

)K−1
)

=

(
1

2

)K (
3− 3

(
1

2

)K
−K

(
1

2

)K−1
)
.

Satz 2.14 impliziert schlieÿlich die Behauptung

1√
M +N

∑M+N−K
i=1 (Vi − E(Vi))√

A
−−−−−−−→
(M+N)→∞

N (0, 1).

�

Analog zur vollen Dreier-Tiefe lässt sich mithilfe der asymptotischen Verteilung ein

asymptotisches Testverfahren für die vereinfachte Tiefe konstruieren.

Satz 2.16 (Zweistichproben-Relevanz-Test mit vereinfachter Tiefe).

Seien X1, ..., XM und Y1, ..., YN beliebige, stetige Zufallsvariablen, die den Generalan-

nahmen aus Abschnitt 2 genügen. Man beachte die Notation Z = (X, Y ) für die zu-

39



sammengefassten Stichproben. Sei das Hypothesenpaar H0 : |µ1−µ2| ≤ δ gegen H1 :

|µ1− µ2| > δ mit Annahmebereich Θ0 := {µ ∈ R2 | |µ1− µ2| ≤ δ} gegeben. Folgende

Entscheidungsregel liefert dann einen asymptotischen Test zum Niveau α:

Man verwerfe H0, falls sup
µ∈Θ0

T SM+N ;(K)(µ, Z) < uα,

wobei uα das α-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Beweis. Komplett analog zu Satz 2.12. �

Im Gegensatz zur vollen (K+ 1)-Tiefe, sind für beliebige K ∈ N die asymptotischen

Verteilungen der vereinfachten (K + 1)-Tiefe bekannt.

Geschwindigkeit der Asymptotik der vereinfachten Dreier-Tiefe

Wie bei der vollen Dreier-Tiefe können auch bei der vereinfachten Dreier-Tiefe not-

wendige Bedingungen für den Stichprobenumfang in Abhängigkeit vom Signi�kanz-

niveau α für die Asymptotik formuliert werden. Dabei betrachtet man analog die

normierte Teststatistik für die vereinfachte Dreier-Tiefe

√
M +N − 2

dSM+N(µ, z)− 1
4√

5
16

und minimiert diesen Ausdruck, indem dSM+N(µ, z) = 0 gesetzt wird. Anschlieÿend

untersucht man, welche StichprobenumfängeM+N überhaupt eine Unterschreitung

des α-Quantils uα einer Standnormalverteilung ermöglichen können:

−
√
M +N − 2

1
4√

5
16

!

≤ uα ⇒M +N
!

≥ 5u2
α + 2.

In der nachfolgenden Tabelle 4 sind für typische Signi�kanzniveaus die zur nächs-

ten natürlichen Zahl aufgerundeten, notwendigen Stichprobenumfänge angegeben,

sodass eine Asymptotik gewährleistet werden kann:

Verglichen mit Tabelle 3 sind die notwendigen Stichprobenumfänge deutlich gröÿer.
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Signi�kanzniveau α 0.05 0.01 0.001
Stichprobenumfang
für M +N

16 30 50

Tabelle 4: notwendiger Stichprobenumfang M + N für ein gegebenes Signi�kanzni-
veau α bei der vereinfachten Dreier-Tiefe

2.3.3 Numerische Berechnung des Supremums beim Testverfahren

Die Berechnung des Supremums über der Menge {µ ∈ R
2 : |µ1 − µ2| ≤ δ} birgt

einige Hürden mit sich. Eine simple Diskretisierung dieser Menge durch ein Gitter ist

wegen ihrer Unbeschränktheit noch nicht ausreichend, da trotzdem noch unendlich

viele Parameter überprüft werden müssten. Man muss sich auf beschränkte Regionen

dieser Menge zurück ziehen, in denen man mit hoher Sicherheit vermuten kann, dass

dort das Supremum angenommen wird. Dies wird mit Bereichsschätzungen für µ1

und µ2 aus den Daten durchgeführt. Sei [cil, c
i
u] eine Kon�denzbereichschätzung zum

Niveau 1− α
L
für µi mit i = 1, 2 und L > 0. Für hinreichend groÿe K ≥ 0 sei

Ci := {cil, cil + ε, ..., ciu − ε, ciu} mit ε =
ciu − cil
K

das Kon�denzgitter für µi. L skaliert dabei die Länge des Kon�denzgitters und K

die Feinheit. Nun wird folgendes Kon�denzgitter für µ = (µ1, µ2) gebildet

C = {µ ∈ C1 × C2 | |µ1 − µ2| ≤ δ},

wobei δ der entsprechende Relevanzparameter ist. Dadurch gewinnt man eine Nä-

herung für Θ0 = {µ ∈ R2 | |µ1 − µ2| ≤ δ} und erwartet

sup
µ∈C

TM+N(µ, z) ≈ sup
µ∈Θ0

TM+N(µ, z)

(bzw. T SM+N(µ, z) statt TM+N(µ, z)). Findet man einen Gitterpunkt, in dem die nor-

mierte Tiefe bereits den kritischen Wert qα bzw. uα überschreitet, so kann man die

Suche nach dem Supremum direkt abbrechen, da das Supremum mindestens genau-

so groÿ sein wird und behält die Nullhypothese bei.

Liegt eine Situation vor, in der die Nullhypothese verworfen werden soll, muss je-
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der Gitterpunkt untersucht werden. Unterschreiten alle Werte der Gitterpunkte den

kritischen Wert, so geht man davon aus, dass das Supremum auch den kritischen

Wert nicht überschreitet. In diesem Fall lehnt man die Nullhypothese ab. Dement-

sprechend ist der Rechenaufwand im Allgemeinen gröÿer, wenn die Nullhypothese

abgelehnt werden soll. Hier ist zu beachten, dass die Parameter K,L hinreichend

groÿ gewählt werden müssen, da ansonsten das Supremum verpasst wird und man

eventuell fälschlicherweise die Nullhypothese ablehnt. Die gewählte Bereichsschät-

zung kann zum Beispiel über ein Kon�denzintervall für den Erwartungswert µi für

i = 1, 2 einer Normalverteilung bei unbekannter Varianz wie in Formel (S) erfol-

gen. In Formel (S) wird das Kon�denzintervall für die erste Stichprobe X1, ..., XM

angegeben:

[c1
l , c

1
u] =

[
X.− tM−1,1−α

L
σ̂X , X.+ tM−1,1−α

L
σ̂X

]
. (S)

Eine analoge Gestalt besitzt das Kon�denzintervall [c2
l , c

2
u] für die zweite Stichprobe

Y1, ..., YN . Statt dem Stichprobenmittel zur Schätzung des Erwartungswerts kann

auch der Median als Lageschätzer verwendet werden, da der Median eine konsistente

Schätzung für den Lageparameter liefert und das Stichprobenmittel im Fall von

Realisationen cauchyverteilter Zufallsvariablen vor allem nicht konsistent für den

Lageparameter µi ist. Formel (M) stellt das beschriebene Kon�denzintervall für eine

Stichprobe X1, ..., XM dar:

[c1
l , c

1
u] =

[
med(X)− tM−1,1−α

L
σ̂X ,med(X) + tM−1,1−α

L
σ̂X

]
. (M)

Um die Güteeigenschaften der Tests auf Tiefe basierend möglichst exakt zu bestim-

men, �ieÿt das Wissen über die wahre Verteilung in der Simulationsstudie ein. In

der Praxis können nur Vermutungen über die wahre Verteilung aufgestellt werden,

sodass die Frage bleibt, welche Kon�denzgitter im Allgemeinen bei der Suche des

Supremums verwendet werden sollten.
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2.3.4 Idee eines Vorzeichentests

In diesem Unterabschnitt soll die Frage aufgegri�en werden, warum nicht die Idee

eines üblichen Vorzeichentests für zwei Stichproben verwendet wird. Analog zur

Datentiefe betrachtet man die Vorzeichen der Residuen res(µ, z). Man betrachte:

1

M +N

M+N∑
n=1

(
1{res(µ, zn) > 0} − 1

2

)
.

Dieser Ausdruck bestimmt den relativen Anteil der positiven Vorzeichen von allen

Daten. Anschlieÿend wird durch 1
2
zentriert. Ist diese Di�erenz für einen gewählten

Parameter µ = (µ1, µ2) im Nicht-Relevanzbereich nahe bei 0, so spricht das für ähn-

liche Anteile von positiven und negativen Vorzeichen. Das wiederum bedeutet, dass

die gewählten Mittelwerte (µ1, µ2) zu den Daten passen, weswegen man die Null-

hypothese nicht verwerfen sollte. Für den wahren Parameter µ = (µ1, µ2) gilt nach

Standardisierung der Varianz mit dem Zentralen Grenzwertsatz die asymptotische

Normalität der folgenden Teststatistik

TBM+N(µ, Z) =
√
M +N

(
1

M+N

∑M+N
n=1 1{res(µ, Z) > 0} − 1

2
1
2

)
−−−−−−−→
(M+N)→∞

N (0, 1).

Das motiviert folgende Entscheidungsregel für das Hypothesenpaar (H):

Man verwerfe H0,

falls sup
|µ1−µ2|≤δ

TBM+N(µ, z) < uα/2 oder inf
|µ1−µ2|≤δ

TBM+N(µ, z) > u1−α/2,

wobei uα das α-Quantil der Standnormalverteilung sei.

Das gravierende Problem bei diesem Ansatz ist, dass das Supremum und In�mum

bereits unabhängig von dem echten Parameter µ = (µ1, µ2) bestimmt sind:

sup
|µ1−µ2|≤δ

TBM+N(µ, z) =
√
M +N und inf

|µ1−µ2|≤δ
TBM+N(µ, z) = −

√
M +N.

Um das einzusehen, wählt man für das Supremum bzw. In�mum zum Beispiel den

Parameter µ̃ = (max(z),max(z)) bzw. µ̃ = (min(z),min(z)) und erhält die angege-
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ben Werte, welche gerade dem Maximum bzw. Minimum von TBM+N(µ, z) entspre-

chen. Somit würde der Test die Nullhypothese unabhängig von den Daten und den

wahren Parametern nie verwerfen können.

2.4 Übersicht über Verteilungsklassen der Fehlerterme

Neben normalverteilten Fehlern können noch andere Verteilungen betrachtet und

die Güteeigenschaften der Testverfahren in diesen Fällen studiert werden.

2.4.1 Cauchyverteilung

Eine der Normalverteilung sehr ähnelnde, in ihren Eigenschaft allerdings dennoch

sich unterscheidende Verteilung ist die Cauchyverteilung. Sie lässt sich wie folgt

de�nieren (Büning und Trenkler 1994, S.26).

De�nition 2.17 (Cauchyverteilung).

Eine Zufallsvariable Z heiÿt cauchyverteilt mit Lokationsparameter µ und Streuungs-

parameter γ > 0, kurz: Z ∼ Cau(µ, γ), falls die Verteilung PZ von Z absolut-stetig

zum Lebesgue-Maÿ mit folgender Lebesgue-Dichte ist:

f(x) =
γ

π(γ2 + (x− µ)2)
für x ∈ R.

Es ist einfach einzusehen, dass f der Dichte einer Zufallsvariable entspricht. Da γ > 0

gilt und der Nenner aus einer Summe quadratierter Terme besteht, ist f(x) ≥ 0 für

alle x ∈ R. Die Normalitätseigenschaft lässt mithilfe der elementare Substitutions-

regel für Integrale mit y = x−µ
γ

nachrechnen:

∫ ∞
−∞

f(x) dx =
1

γπ

∫ ∞
−∞

1(
1 + (x−µ

γ
)2
) dx =

1

π

∫ ∞
−∞

1

(1 + y2)
dy

=
1

π

[
arctan(y)

]∞
−∞

=
1

π

[
π

2
−
(
−π

2

)]
= 1.

Man bezeichnet µ als den Lageparameter der Cauchyverteilung, da er der Median

ist. Setzt man µ = 0, so erfüllen die Cauchyverteilungen die geforderten Eigenschaf-

ten an die Fehler E1, ..., EM+N aus der Generalannahme. Weiterhin nennt man γ
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den Skalenparameter der Cauchyverteilung, da er die Breite der Dichte skaliert.

Man kann die Cauchyverteilung als Gegenstück zur Normalverteilung au�assen. Bei-

de Verteilungen ähneln sich zwar in ihrer symmetrischen Struktur und besitzen einen

Träger über R. Allerdings besitzt die Cauchyverteilung sogenannte heavy tails, pro-

duziert also extremere Werte als die Normalverteilung und liefert dadurch bei Ro-

bustheitsanalysen unterschiedliche Resultate.

Für spätere Vergleiche der Tests ist der Fakt wichtig, dass die Momente der Cauchy-

verteilung für beliebige Parameter µ, γ nicht existieren (siehe Büning und Trenkler

(1994), S.27), d.h.

E(|X|k) =∞ für alle k ∈ N≥1, falls X ∼ Cau(µ, γ).

Dadurch existiert kein Varianzbegri�, den aber gerade der t-Test aus Abschnitt

2.2.3 benötigt. Die damit verbundenen Probleme werden in Abschnitt 3.3.3 in der

Simulationsstudie dargestellt.

2.4.2 Kontaminationen

Eine weitere Möglichkeiten Stichproben mit extremen Werten für Robustheitsunter-

suchungen zu produzieren ist die Verteilung mit einem Kontaminationsparameter

ε ∈ (0, 1) zu verunreinigen, wie es bei der Bestimmung und Verwendung der kon-

taminierten Normalverteilung gemacht werden kann (siehe Büning und Trenkler

(1994), S.24 und S.294�). Der Parameter ε gibt dabei die Intensität an, wie stark

die Verteilung von Ausreiÿern befallen ist. Die hier verwendete Idee ist die Bildung

einer Konvexkombination aus einem Grund-Wahrscheinlichkeitsmaÿ P und einem

Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q, das mit Intensität ε das Maÿ P kontaminiert:

Satz 2.18 (Kontaminierte Verteilungen).

Seien P,Q zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe auf einem Messraum (Ω,A). Dann bildet

die Q-ε-Kontamination mit P und ε ∈ (0, 1)

PQ,ε := (1− ε)P + εQ
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ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf (Ω,A).

Beweis. PQ,ε ist eine wohlde�nierte Abbildung auf dem De�nitionsbereich A, da sie

durch eine Linearkombination von zwei Abbildungen der Form A → [0, 1] de�niert

ist. Weiterhin können die Anforderungen an ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ elementar

nachgerechnet werden. Für Ω ∈ A gilt

PQ,ε(Ω) = (1− ε)P (Ω) + εQ(Ω) = (1− ε) + ε = 1.

Für eine Folge disjunkter Mengen (An)n∈N ⊂ A folgt

PQ,ε

(⋃
n∈N

An

)
= (1− ε)P

(⋃
n∈N

An

)
+ εQ

(⋃
n∈N

An

)
= (1− ε)

∑
n∈N

P (An) + ε
∑
n∈N

Q(An)

=
∑
n∈N

[(1− ε)P (An) + εQ(An)] =
∑
n∈N

PQ,ε(An).

In der ersten Rechnung verwendet man, dass P und Q normiert sind, während man

in der zweiten Rechnungen die σ-Additivität der Maÿe P und Q benötigt. �

Die Wohlde�niertheit von PQ,ε wird dadurch gewährleistet, dass P und Q Wahr-

scheinlichkeitsmaÿe auf dem gleichen Grundraum Ω mit einer passenden σ-Algebra

A sind. Da in der Praxis meist auf Ω = R
n gearbeitet wird, �ndet man aber in der

Regel einen gemeinsamen Messraum.

In der Simulationsstudie wird eine Realisation einer Zufallsvariablen mit Verteilung

PQ,ε durch ein vorgeschaltetes Bernoulli-Experiment zum Parameter ε bestimmt.

Diese entscheidet mit Wahrscheinlichkeit (1 − ε) bzw. ε, ob eine Realisation einer

Zufallsvariablen mit Verteilung P bzw. Q simuliert wird.
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3 Simulationsstudie und Auswertung

Die Qualität eines statistischen Testverfahrens wird an seiner Gütefunktionen Gϕ(ϑ)

gemessen. Für ein Testverfahren mit Entscheidungsregel ϕ(X) und Parameter ϑ ∈ Θ

aus dem Parameterraum Θ ist sie de�niert durch den Erwartungswert der Entschei-

dungsregel zum Parameter ϑ (vgl. Georgii 2002, S.247f)

Gϕ(ϑ) := Eϑ(ϕ).

Entscheidungsregeln können im nicht-randomisierten Fall nur Werte aus {0, 1} an-

nehmen. Somit besitzt die Gütefunktion in diesem Fall folgende Gestalt

Gϕ(ϑ) = Pϑ(ϕ = 1).

Die Gütefunktion beschreibt also die Wahrscheinlichkeit, dass ein Testverfahren die

Nullhypothese ablehnt, unter der Annahme, dass ϑ der wahre Parameter ist. Aus ihr

lässt sich für einen festen Stichprobenumfang der Fehler erster Art und zweiter Art

ablesen. Für Parameter im Annahmebereich ϑ ∈ Θ0 beschreibt die Gütefunktion

den Fehler erster Art. Für Parameter im Ablehnungsbereich ϑ ∈ Θ1 beschreibt sie

die Gegenwahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art.

Ein Testverfahren soll in erster Linie die Bedingung erfüllen, dass der Fehler erster

Art unter dem Signi�kanzniveau α liegt. Das heiÿt, dass die Gütefunktion im Bereich

Θ0 nicht das Signi�kanzniveau α überschreiten darf. Eventuell kann diese Bedingung

erst bei höherem Stichprobenumfang erfüllt werden. Weiterhin ist es wünschenswert,

dass ein Testverfahren für Parameter im Ablehnungsbereich Θ1 möglichst hohe Wer-

te für ihre Gütefunktion besitzt, also vor allem möglichst nah an 1 ist.

Die Gütefunktion lässt sich im Allgemeinen nicht explizit bestimmen. In so einem

Fall wird sie durch eine Simulation approximativ durch das Gesetz der groÿen Zah-

len (GdgZ) berechnet (Georgii 2002, S.114�). Man betrachtet eine hinreichend hohe

Anzahl S von Testentscheidungen als Realisation der Entscheidungsregeln. Nach

dem GdgZ entspricht die Realisation des Stichprobenmittels der Testentscheidun-
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gen ϕ
(
x

(s)
1 , ..., x

(s)
M+N

)
über alle s = 1, ..., S ungefähr dem wahren Erwartungswert:

Gϕ(ϑ) = Eϑ(ϕ)
GdgZ
≈ 1

S

S∑
s=1

ϕ
(
x

(s)
1 , ..., x

(s)
M+N

)
.

Dabei beschreibt x(s) =
(
x

(s)
1 , ..., x

(s)
M+N

)
die s-te Stichprobe des s-ten durchge-

führten Tests der Simulation. Die Voraussetzungen des GdgZ sind erfüllt, wenn

die Testentscheidungen durch unabhängige, identische Zufallszahlen erzeugt wer-

den. Auÿerdem müssen Bedingungen für die Integrierbarkeit, also die Existenz des

Erwartungswerts, gesichert sein. Die Integrierbarkeitsbedingung Eϑ|ϕ| < ∞ ist er-

füllt, da jede Entscheidungsregel ϕ als {0, 1}-wertige Zufallsvariable beschränkt ist.

Die rechte Seite der obigen Approximation kann durch wiederholte Simulation von

Daten und Anwendungen der Entscheidungsregel bestimmt werden. Die Wahl von

S variiert in der Simulationsstudie je nach Rechenaufwand der Testverfahren und

wird im nachfolgenden Text an den jeweiligen Stellen explizit angegeben.

3.1 Vorgehensweise und Ziele

In der folgenden Simulationsstudie werden zunächst die Zweistichproben-Relevanz-

t-Tests miteinander verglichen. Als erstes wird der Idealfall betrachtet, in dem al-

le Voraussetzungen erfüllt sind. Dabei wird sich ergeben, dass die t-Tests für hohe

Stichprobenumfänge sehr ähnliche Ergebnisse liefern. Daher werden die t-Tests auch

unter sehr kleinen Stichprobenumfängen verglichen.

Ferner wird das Verhalten der t-Tests unter nicht erfüllten Voraussetzungen un-

tersucht. Ein Vergleichspunkt werden falsche Annahmen an die Varianz sein. Das

interessiert vor allem, da einer der t-Test ein von der Varianz abhängiges Hypothe-

senpaar besitzt. Weiterhin wird untersucht, wie sich die t-Tests bei cauchyverteilten

Fehlern verhalten, da diese Verteilungsklasse anders als die vorauszusetzende Nor-

malverteilung extremere Werte produziert. Dadurch lassen sich die Robustheit der

t-Tests und ihr Verhalten bei falschen Modellannahmen analysieren.

Im zweiten Teil der Simulationsstudie werden die Testverfahren mit Verwendung

der Datentiefe untersucht. Anfangs wird auf die numerischen Schwierigkeiten bei
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der Suche des Supremums eingegangen. Anschlieÿend werden die Tests mit vol-

ler und vereinfachter Dreier-Tiefe mit den t-Tests bei Normal- und Cauchyvertei-

lung verglichen. Der Vergleich wird ebenso für unterschiedliche Stichprobenumfänge

durchgeführt, um die Asymptotik der Tests zu untersuchen.

Abschlieÿend werden einige Vergleiche der Test bei kontaminierten Datensätzen be-

trachtet.

3.2 Vereinfachung der gra�schen Darstellung

Da bei Zweistichproben-Tests zwei Parameter vorliegen, besitzen ihre Gütefunktio-

nen einen zweidimensionalen De�nitionsbereich. Exemplarisch wird in der Abbil-

dung 3 die Gütefunktion des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 für einen Stichprobenum-

Abbildung 3: Darstellung der Gütefunktion des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 auf dem
Parameterbereich [−2, 2]2

fang vonM = N = 20 mit Relevanzparameter δ = 1 zum Signi�kanzniveau α = 0.05

für normalverteilte Fehler Ei für i = 1, ...,M+N mit σ2 = 1 dargestellt. Die Anzahl

an Wiederholungen pro Gitterpunkt beträgt S = 100, wobei das Gitter in 0.01er
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Schritten durchlaufen wird. Der Nicht-Relevanzbereich Θ0 ist der durch die gestri-

chelten, schwarzen Linien begrenzte Fläche.

Die Nachteile dieser Darstellung sind einerseits die zeitintensive Berechnungen und

andererseits sind Vergleiche mehrerer Gütefunktionen weniger übersichtlich. Daher

wird folgender Ansatz für die Darstellung verwendet: Die Abbildung 3 zeigt, dass die

Gütefunktion symmetrische Strukturen aufweist. Statt die vollständige Gütefunk-

tion zu betrachten, wird sie auf der Gerade mit Gleichung µ2 = −µ1 untersucht.

Eindimensionale Projektionen der Gütefunktionen auf dieser Geradengleichung er-

möglichen es, mehrere Gütefunktionen ohne Informationsverlust in einer Gra�k zu

vergleichen und sparen viel Rechenzeit ein. Dadurch können auch die Simulationen

auf der Geraden feiner durchgeführt werden.

3.3 Vergleich der t-Tests

Die nachfolgenden Untersuchungen werden stets auf der Geraden µ2 = −µ1 mit einer

Feinheit in 0.01er Schritten mit 4000 Simulationen bei Normalverteilungen und 1000

Simulationen bei Cauchyverteilungen (da sich im Gegensatz zur Normalverteilung

ab ca. 1000 keine deutlichen Verbesserungen mehr ergeben) durchgeführt.

3.3.1 Vergleich der t-Tests unter Normalverteilung

In der Abbildung 4 werden für verschiedene Stichprobenumfänge M,N die Güte-

funktionen der drei t-Tests aus Abschnitt 2.2 mit Relevanzparameter δ = 1 für

normalverteilte Fehler Ei für i = 1, ...,M +N mit σ2 = 1 dargestellt. Dazu wird das

Signi�kanzniveau α = 0.05 durch eine horizontale und der Annahmebereich (Pro-

jektion auf [−1
2
, 1

2
] auf die Diagonale) durch vertikal gestrichelte Linien dargestellt.

Aus der Gra�k lässt sich entnehmen, dass alle Testverfahren, wie theoretisch bereits

gezeigt, das Signi�kanzniveau α einhalten. Jedoch schöpft lediglich der t-Test mit

varianzabhängiger Hypothese aus Abschnitt 2.2.3 das Signi�kanzniveau vollständig

aus, das heiÿt, er besitzt am Rand des Annahmebereichs exakt die Güte α. Die an-

deren beiden Testverfahren sind konservativ (nicht unverfälscht) - sie besitzen also

für kleinere Lageunterschiede einen Fehler zweiter Art gröÿer als 0.95. Der t-Test

auf der Kon�denzintervall-Exklusion basierend aus Abschnitt 2.2.1 und der t-Test
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Abbildung 4: Gütefunktion der t-Tests für verschiedene Stichprobenumfänge
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auf multiplen Hypothesen basierend aus Abschnitt 2.2.2 besitzen für alle Stichpro-

benumfänge, wie im Theorieteil gezeigt, die gleiche Güte. Die beiden äquivalenten

t-Tests besitzen im Ablehnungsbereich für geringere Lageunterschiede eine niedrigere

Güte als der t-Test aus 2.2.3. Für hohe Lageunterschiede können sie den Gütever-

lust aber aufholen und besitzen dann eine höhere Güte als der t-Test aus Abschnitt

2.2.3. Keiner der drei t-Test besitzt demnach gleichmäÿig eine höhere Güte als die

anderen, wodurch unter ihnen keine Optimalitätsaussage formuliert werden kann.

Darüber hinaus erkennt man, dass sich die Testverfahren mit erhöhtem Stichprobe-

numfang verbessern und die Unterschiede unter ihnen immer geringer werden. Das

deutet auf die Konsistenz der Testverfahren hin.

Kann man die Varianz relativ genau einschätzen, liegt ein sehr geringer Stichpro-

benumfang vor und deutet der Sachkontext der Daten nicht auf besonders hohe

Lageunterschiede hin, eignet sich der dritte t-Test gut. Erwartet man eher höhere

Abweichungen, so sollte einer der ersten beiden t-Tests verwendet werden. Hier kön-

nen bereits vorliegende Erfahrungen über die Abweichungen der Daten bei der Wahl

des Testverfahrens eine Rolle spielen.

Sind die Stichproben relativ groÿ, unterscheiden sich die Tests kaum. In diesen Fäl-

len ist die Verwendung einer der ersten beiden Tests am sichersten. Man beachte

nämlich, dass die Simulationen unter der idealen Vorstellung durchgeführt wurden,

dass die Varianz bekannt ist. Das ist in der Praxis in der Regel aber nicht gegeben.

Die Sensibilität des dritten t-Tests bei falschen Varianzannahmen wird daher im

Nachfolgenden untersucht und soll die Problematik bei Unsicherheit illustrieren.

3.3.2 Untersuchungen bei falscher Varianzannahme

Die Abbildung 5 stellt Gütefunktionen des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 jeweils mit

richtiger, überschätzter und unterschätzter Varianz dar. Dabei seien wieder Ei für

i = 1, ...,M + N normalverteilt mit wahrer Varianz σ2 = 1 und der Relevanzpa-

rameter bei δ = 1. Durch falsche Varianzannahmen wird der Relevanzparameter δ

falsch gewählt. Betrachtet man das Hypothesenpaar

H0 : |µ1 − µ2| ≤ σδ gegen H1 : |µ1 − µ2| > σδ,
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Abbildung 5: Gütefunktionen des t-Tests aus 2.2.3 bei falschen Varianzannahmen

so sieht man, dass δ in Abhängigkeit von der angenommenen Standardabweichung

σ gewählt werden muss, um einen gewünschten Nicht-Relevanzbereich zu erhalten.

Da σ = 1 gilt und man δσ = 1 als Nicht-Relevanzbereich erhalten möchte, wird

δ = 1 gewählt. Das heiÿt, folgendes Hypothesenpaar wird betrachtet

H0 : |µ1 − µ2| ≤ 1 gegen H1 : |µ1 − µ2| > 1.

Überschätzt man die Standardbweichung mit σ = 2 (wie in Abbildung 5), so wird

δ = 1
2
zu klein gewählt. Umgekehrt wählt man mit δ = 2 zu groÿ, falls mit σ = 1

2

die Standardabweichung unterschätzt (wie in Abbildung 5) wird. Dies bewirkt, dass

falsche Hypothesenpaare unwissentlich untersucht werden. Im Fall der Überschät-

zung wird folgendes Hypothesenpaar untersucht:

H0 : |µ1 − µ2| ≤
1

2
gegen H1 : |µ1 − µ2| >

1

2
. (O)

Im Fall einer Unterschätzung wird in Wahrheit dieses Hypothesenpaar untersucht:

H0 : |µ1 − µ2| ≤ 2 gegen H1 : |µ1 − µ2| > 2. (U)

Dies hat Ein�uss auf die Entscheidungsregeln der Testverfahren, wie man in Abbil-

dung 5 sehen kann. Eine Unterschätzung der Varianz führt zu einem konservativen

Test, da die Gröÿe des Annahmebereichs doppelt so groÿ wird. Überschätzungen

53



der Varianz führen zu Tests, die das Niveau nicht einhalten. Dementsprechend sind

Überschätzungen der Varianz deutlich problematischer, da sie häu�ger zu falschen

Testentscheidungen führen als sie dürften. Bei erhöhtem Stichprobenumfang wird

in der Gra�k deutlich, dass bei falschen Annahmen die anderen, oben erwähnten

Hypothesenpaare untersucht werden. Durch die Konsistenz der Tests nähern sich

die Gütefunktionen zu den idealen Tests für die Hypothesenpaaren (O) und (U) an.

In der Abbildung 5 soll dies durch die gestrichelten Linien in der jeweils passenden

Farbe der Gütefunktion für den Annahmebereich verdeutlicht werden.

Unsicherheiten bezüglich der Varianz sollten daher ein wichtiges Entscheidungskri-

terium bei der Wahl der Testverfahren sein. Gerade bei hohen Stichprobenumfängen

sind die Güteunterschied sehr gering (vgl. Abbildung 4), wodurch gegebenenfalls ein

hohes Risiko eingegangen wird.

3.3.3 t-Test mit Kon�denzintervall-Exklusion mit gewichteten Seiten

Im Theorieteil wird eine Variation des t-Tests mit Kon�denzintervall-Exklusion

(bzw. mit multiplen Hypothesen, da dieser äquivalent ist) erwähnt. Statt beide Sei-

ten eines zweiseitigen Tests mit α
2
beim Signi�kanzniveau α zu adjustieren, sind auch

beliebige α1, α2 ≥ 0 zulässig, die α1 + α2 = α erfüllen. In der Abbildung 6 werden

Abbildung 6: Gütefunktionen des t-Tests aus 2.2.1 mit gewichteten Seiten (α1 =
0.01 und α2 = 0.04 bzw. umgekehrt)

die Gütefunktionen für diese Testmethoden mit α1 = 0.01 (linke Intervallgrenze)

und α2 = 0.04 (rechte Intervallgrenze) und umgekehrt für die Stichprobenumfänge
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M = N = 5, 50 dargestellt und mit der Gütefunktion des t-Tests aus Abschnitt

2.2.3 verglichen. Die geringer gewichtete Seite besitzt eine bessere Güte, während

die höher gewichtete Seite eine niedrigere Güte besitzt. Je kleiner αi für i = 1, 2

wird, desto eher nimmt die jeweilige auf dem Rand des Annahmebereichs das ex-

akte Signi�kanzniveau α = 0.05 ein. Für αi = 0 gelangt man allerdings lediglich zu

einem entarteten einseitigen Zweistichproben-t-Test aus Satz 2.4 und erhält damit

kein neues Testverfahren. Ohnehin würde man vorher die Fragestellung bereits als

Einstichproben-Problem au�assen, wenn man für ein αi = 0 setzt.

3.3.4 Vergleich der t-Tests unter Cauchyverteilung

In der Abbildung 7 werden die Gütefunktionen der t-Tests unter cauchyverteilten

Fehlern Ei für i = 1, ...,M+N für verschiedene Paare von Lageparametern µ analog

zur Normalverteilung dargestellt. Der Skalenparameter beträgt dabei γ = 1 und der

Relevanzparameter ist erneut δ = 1.

Für den Relevanz-t-Test mit varianzabhängigen Hypothesenpaar aus Abschnitt 2.2.3

wird dabei eine Standardabweichung von σ = 1 gewählt. Problematisch ist hier der

Varianzbegri�, da das zweite Moment der Cauchyverteilung nicht existiert und so-

mit kein angemessenes Adäquat zur Varianz geschätzt werden kann. Eine Schätzung

mittels der empirischen Varianz von cauchyverteilten Zufallsvariablen ist nicht kon-

sistent. Daher soll im Vorfeld betont werden, dass die Annahme von σ = 1 nicht

sinnvoll sein kann; es können aber generell keine mathematisch sinnvollen Annah-

men getro�en werden.

Die Gra�ken zeigen, dass alle t-Tests das Signi�kanzniveau α = 0.05 einhalten. Die

t-Tests aus Abschnitt 2.2.1 und 2.2.2 liefern die gleichen und vor allem besseren

Ergebnisse. Durch die unpassende Annahme an die Varianz für den dritten t-Test

ergeben sich sehr niedrige Werte für die Gütefunktion.

Insgesamt sind alle drei Tests stark konservativ und erreichen selbst für hohe Unter-

schiede der Lageparameter keine Güte von 1. Es ist insbesondere au�ällig, dass eine

Erhöhung des Stichprobenumfangs keinen verbesserten Ein�uss auf die Güte erzielt.

Man könnte daher vermuten, dass die Tests unter Cauchyverteilung nicht konsistent

sind. Insbesondere wird dies in Abbildung 8 verdeutlicht, in der aufgezeigt wird,
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Abbildung 7: Gütefunktionen der t-Tests für verschiedene Stichprobenumfänge
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dass sich die Gütefunktionen der t-Tests bei Erhöhungen des Stichprobenumfangs

von M = N = 50 auf 200 nicht verbessert. Zusammenfassend wird die Problematik

Abbildung 8: Gütefunktionen des t-Tests aus 2.2.1 und 2.2.3 im Vergleich bei unter-
schiedlichen Stichprobenumfängen unter Cauchyverteilung

bei Verletzung der Modellannahmen bei den t-Tests deutlich.

Der dritte t-Test aus Abschnitt 2.2.3 soll nun für verschiedene Wahlen von σ unter

der Cauchyverteilung untersucht werden. Durch erhöhte Wahlen von σ könnte sich

Güte des dritten t-Tests verbessern, da der Relevanzparameter δ automatisch kleiner

gewählt werden muss und der Nicht-Relevanzbereich verkleinert wird. Dabei wird

zum Vergleich der t-Test aus Abschnitt 2.2.2 genommen.

In der Abbildung 9 werden die Gütefunktionen des dritten t-Test für σ = 1, 2, 12

Abbildung 9: Gütefunktionen des t-Tests aus 2.2.3 für erhöhte Varianzannahmen
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mit dem zweiten t-Test verglichen. Höhere gewählte Standardabweichungen können

durch die kleiner werdenden Nicht-Relevanzbereiche die Güte verbessern. Für eine

Wahl von σ = 12 wird allerdings in der Nähe des Randes der Nullhypothese nicht

mehr das Signi�kanzniveau eingehalten. Die Ergebnisse des zweiten t-Tests und des

dritten t-Test mit σ = 12 erinnern an die Ergebnisse bei der Normalverteilung. Es

liegt für geringe Lageunterschiede eine höhere Güte für den dritten t-Test vor, die

aber anschlieÿend von der Güte des zweiten t-Test eingeholt wird.

Da die Wahl der Standardabweichung willkürlich geschieht, da sich diese aus Reali-

sationen cauchyverteilter Zufallsvariablen nicht schätzen lässt und der zweite t-Test

ohne diesen willkürlichen Aspekt ähnliche Ergebnisse liefert (ohne die Gefahr das

Niveau nicht einzuhalten), sollte dieser Test bevorzugt werden. Dennoch ergeben

sich generell in dieser Situation bei den t-Tests nicht zufriedenstellende Resultate.

Spezialfall: δ = 0

In Kapitel 2 wurde gezeigt, dass die Zweistichproben-Relevanz-t-Tests für δ = 0

entartete Fälle des gewöhnlichen Zweistichproben-t-Tests aus Satz 2.4 sind. Die Ab-

bildung 10 bestätigt, dass für δ = 0 keine Unterschiede zwischen den drei Tests

unter Normal- oder Cauchyverteilung vorliegen. Hierbei liegen in der linken Gra�k

Abbildung 10: Gütefunktionen des t-Tests aus 2.2.3 für erhöhte Varianzannahmen

normalverteilte Stichproben mit σ2 = 1 und in der rechten Gra�k cauchyverteilte

Stichproben mit γ = 1 vor. Der Annahmebereich besteht lediglich aus dem Punkt

{0}. Je kleiner also δ gewählt wird, desto ähnlichere Ergebnisse liefern die t-Tests.
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3.4 Vergleich mit den Tests zur Datentiefe

Die unbefriedigenden Ergebnisse der t-Tests unter Cauchyverteilung sollen nun mit

den Relevanz-Tests mit Datentiefe verglichen werden. Zunächst werden die numeri-

sche Aspekte, wie die Gitterfeinheit K und Gitterlänge L zu wählen sind, bei den

Relevanz-Tests mit Datentiefen untersucht. Anschlieÿend werden die Tests global

untereinander verglichen.

3.4.1 Untersuchungen zur geeigneten Berechnung des Supremums

Die folgenden Untersuchungen sollen die Wahl der Gitterfeinheit K und der Gitter-

länge L in der nachfolgenden Simulationsstudie rechtfertigen.

Die Wahl der Gitterfeinheit K

Nun soll eine geeignete Skalierung der Feinheit K für eine feste Gitterlänge L = 2

bei der Suche des Supremums im Kon�denzgitter gefunden werden. Dazu wird der

Fehler erster Art für µ = (1, 0) bei einem Stichprobenumfang vonM = N = 30 zum

Relevanzparameter δ = 1 für den Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe simuliert

werden. Dabei werden pro Fehler erster Art 500 Wiederholungen zur Simulation

durchgeführt.

Der Wert der Gütefunktion im untersuchten Parameter µ = (1, 0) entspricht dem

Fehler erster Art auf einem Punkt auf dem Rand des Annahmebereichs. Die Un-

tersuchung des Fehlers erster Art ist in dieser Situation aufschlussreich, da er bis

auf eventuellen Abweichungen durch die Asymptotik unter dem Signi�kanzniveau

α = 0.05 liegen sollte. Problematiken bei der Suche des Supremums können daher an

einem zu hohen Fehler erster Art abgelesen werden, da zu grobe Gitter zu häu�ger

falschen Ablehnungen der Nullhypothese führen. Insbesondere lässt sich erwarten,

dass am Rand der Nullhypothese der Fehler erster Art am höchsten und daher

am nächsten beim Signi�kanzniveau α = 0.05 liegen sollte. Abbildung 11 zeigt die

Ergebnisse für verschiedene Feinheiten K. Zusätzlich wird für das Kon�denzgitter

einerseits das Stichprobenmittel und andererseits der Median als Schätzung für die

Lageparameter µ1 und µ2 verwendet. Formel (S) und (M) beschreiben für jeweils

eine Stichprobe X1, ..., XM die Grundstruktur des Kon�denzintervalls, welches im
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Abbildung 11: Analyse der Gitterfeinheit durch den Fehler erster Art in µ = (1, 0)

Anschluss diskretisiert wird.

[
X.− tM−1,1−α

L
σ̂X , X.+ tM−1,1−α

L
σ̂X

]
(S)[

med(X)− tM−1,1−α
L
σ̂X ,med(X) + tM−1,1−α

L
σ̂X

]
. (M)

Für beide Stichproben werden diese diskretisierten Kon�denzintervalle bestimmt

und anschlieÿend wird ein kartesisches Produkt zur Festlegung des zweidimensiona-

len Gitters verwendet. Links sind in der Abbildung die Fehler erster Art bei normal-

verteilten und rechts bei cauchyverteilten Stichproben dargestellt.

Unter Normalverteilung wird auch bei kleinen Gitterfeinheiten bei K ≥ 5 das Si-
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gni�kanzniveau α = 0.05 sowohl für das Stichprobenmittel als auch den Median

eingehalten. Der Fehler erster Art wird für feinere K unter dem Stichprobenmittel

kleiner, während er beim Median konstant bleibt. Bei normalverteilten Stichproben

wird daher in den nachfolgenden Simulationen bei den Testverfahren mit Tiefen das

Stichprobenmittel verwendet. Für die Wahl der Feinheit K gibt die linke Gra�k we-

nige Anhaltspunkte, da die Ergebnisse auch für kleine K stabil sind. Das kann unter

anderem daran liegen, dass die Kon�denzgitter das Supremum unter Normalvertei-

lung gut �nden und die Kon�denzgitter relativ klein sind. Dennoch wird empfohlen

K nicht zu klein zu wählen, um möglichst genaue Simulationsergebnisse zu gewin-

nen. In dieser Arbeit wird K = 50 gewählt.

Unter Cauchyverteilung hält bei Verwendung des Stichprobenmittels erst abK ≤ 35

das Signi�kanzniveau ein. Allerdings ist keine klare Monotoniestruktur (trotz glei-

cher Zufallszahlen bei der Simulation) bei erhöhter Feinheit erkennbar. Der Me-

dian liefert für Feinheiten K = 10, 20, 30, 40, 50 bereits zufriedenstellende Ergeb-

nisse, während für K = 15, 25, 35, 45 nicht das Signi�kanzniveau eingehalten wird.

Man kann zwei Gruppen bei der Monotoniestruktur erkennen. Das kann daran lie-

gen, dass sich das Supremum auf sehr kleinen Regionen �nden lässt und man für

K = 15, 25, 35, 45 Schrittfolgen im Gitter durchläuft, die dieses genau verpassen. Für

K = 10, 20, 30, 40, 50 läuft die Schrittfolge häu�ger nah genug an das Supremum.

Ab K ≥ 50 liefern beide Gruppen zufriedenstellende Ergebnisse, weswegen K = 50

als Feinheit empfohlen wird. In der rechten Gra�k lassen sich die Ergebnisse für

das arithmetische Mittel zwar besser interpretieren. Allerdings ist eine Schätzung

für die Lageparameter µ1 und µ2 für das arithmetische Mittel nicht konsistent. Da

der Median die Lageparameter konsistent schätzt, wird dieser bei der Schätzung des

Kon�denzgitters mit Feinheit K = 50 verwendet.

Die Wahl der Gitterlänge L

In der nachfolgenden Untersuchung wird das Verhalten des Fehlers erster Art des

Relevanz-Tests mit voller Dreier-Tiefe ebenfalls auf einem Randpunkt der Nullhy-

pothese µ = (1, 0) mit Stichprobenumfang M = N = 30 zum Relevanzparameter

δ = 1 bei einer Gitterfeinheit von K = 50 für verschiedene Gitterlängen L simuliert.
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Es werden zur Simulation 500 Wiederholungen durchgeführt. In Tabelle 5 werden

die Fehler erster Art unter Normalverteilung dargestellt. Für L = 1 wird bereits das

Tabelle 5: Fehler erster Art in µ = (1, 0) für K = 50 und verschiedene L (Normal-
verteilung)

Gitterlänge L 1 2 3 4 5 6
Fehler erster Art in µ = (1, 0) 0.01 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002

Signi�kanzniveau eingehalten. Für L ≥ 2 ist der Fehler erster Art kleiner, bleibt

dann aber konstant. Die Werte liegen deutlich unter α = 0.05. In Tabelle 6 werden

die Fehler erster Art unter Cauchyverteilung aufgeführt. Hier liefert L = 2 den nied-

Tabelle 6: Fehler erster Art in µ = (1, 0) für K = 50 und verschiedene L (Cauchy-
verteilung)

Gitterlänge L 1 2 3 4 5 6
Fehler erster Art in µ = (1, 0) 0.01 0.006 0.01 0.01 0.01 0.012

rigsten Wert, während erhöhte Gitterlängen L den Fehler erster Art erhöhen können.

Dies liegt daran, dass die Gitterfeinheit K konstant bleibt und ein zu groÿes L der

Feinheit entgegen wirken kann und das Gitter vergröbert. Dementsprechend ist auf

ein geeignetes Verhältnis von K,L zu achten. Für die folgenden Ausführungen wird

L = 2 gesetzt.

Zusammenfassend sei bei der Wahl von K,L zu beachten, dass vor allem die Git-

terfeinheit K hinreichend hoch sein muss, da sonst das Testverfahren nicht mehr

das Signi�kanzniveau einhalten könnte. Die Wahl der Gitterlänge L spielt eine ge-

ringere Rolle, da durch die konsistente Lageschätzung man bereits in der Nähe des

Supremums gelangen wird.

3.4.2 Vergleich der Testverfahren unter Normalverteilung

In der Abbildung 12 werden die Tests zur Datentiefe bei normalverteilten Ei für

i = 1, ...,M +N mit Varianz σ2 = 1 Relevanzparameter δ = 1 verglichen. Die Simu-

lationen sind in 0.01er mit 100 Wiederholungen durchgeführt worden. Die Relevanz-

Tests mit Datentiefen halten bei niedrigeren Stichprobenumfängen das Signi�kanz-

niveau α = 0.05 ein. Ihre Güte verbessert sich für wachsende Stichprobenumfänge.
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Abbildung 12: Gütefunktionen der Tests zu Datentiefen für verschiedene Stichpro-
benumfänge (Normalverteilung)

Man kann also auch hier ein konsistentes Verhalten vermuten. Die Güteunterschiede

zwischen der vollen und vereinfachten Dreier-Tiefe sind gering; die Güte der vollen

Dreier-Tiefe ist etwas höher.

In Abbildung 13 werden die t-Test aus Abschnitt 2.2.1 und 2.2.3 mit dem Relevanz-

Test zur vollen Datentiefe unter den gleichen Bedingungen bei verschiedenen Stich-

probenumfängen verglichen. Die t-Tests sind gleichmäÿig deutlich besser als die

Relevanz-Test mit Datentiefen. Bei Bekanntheit von normalverteilten Fehlern sollte

der t-Tests den Datentiefen vorgezogen werden. Bei höheren Stichprobenumfängen

liefern die Datentiefen dennoch relativ zufriedenstellende Ergebnisse.
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Abbildung 13: Gütefunktionen der t-Tests und der Tests mit Datentiefen für ver-
schiedene Stichprobenumfänge (Normalverteilung)

3.4.3 Vergleich der Testverfahren unter Cauchyverteilung

In der Abbildung 14 werden die Relevanz-Tests zur Datentiefe bei cauchyverteilten

Ei für i = 1, ...,M + N mit Skalenparameter γ = 1 und Relevanzparameter δ = 1

verglichen. Die Simulationen sind in 0.01er mit 100 Wiederholungen durchgeführt

worden. Die Relevanz-Tests mit Datentiefen halten auch hier das Signi�kanzniveau

α = 0.05 bei niedrigeren Stichprobenumfängen ein. Die Güte beim Test zur vollen

Dreier-Tiefe ist deutlich höher als beim Test mit vereinfachter Dreier-Tiefe. Auÿer-

dem erhöht sich die Güte bei wachsenden Stichprobenumfang bei der vollen Dreier-

Tiefe intensiv, während sie bei der vereinfachten Dreier-Tiefe nur langsam wächst.

Bei der vollen Dreier-Tiefe ist die Vermutung der Konsistenz daher naheliegend.

In Abbildung 15 wird der t-Test aus Abschnitt 2.2.1 nun mit den Relevanz-Tests
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Abbildung 14: Gütefunktionen der Tests zu Datentiefen für verschiedene Stichpro-
benumfänge (Cauchyverteilung)

zur vollen Dreier-Datentiefe unter den gleichen Bedingungen verglichen. Der t-Test

aus Abschnitt 2.2.3 wird in diesem Vergleich wegen der Problematik mit der Wahl

einer Standardabweichung σ nicht einbezogen. Auch hier sind die Unterschiede in

der Güte beim Test mit voller Dreier-Tiefe und des t-Tests, vor allem bei höheren

Stichprobenumfängen, sehr groÿ. Im Gegensatz zur vollen Dreier-Tiefe kann beim

t-Test keine deutliche Verbesserung der Güte bei wachsenden Stichprobenumfang

erkannt werden. Bei Bekanntheit von cauchyverteilten Fehlern ist die volle Dreier-

Tiefe zu bevorzugen.

In Abbildung 16 wird der Test mit vereinfachter Dreier-Tiefe mit dem t-Test vergli-

chen. Der Test mit vereinfachter Dreier-Tiefe liefert bei geringen Lageunterschieden

schlechtere Ergebnisse als der t-Test. Bei höheren Lageunterschieden lässt sich an-
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Abbildung 15: Gütefunktionen des t-Tests und der Tests mit voller Datentiefe für
verschiedene Stichprobenumfänge (Cauchyverteilung)

nehmen, dass die Güte des t-Test von allen Tests am niedrigsten ist. Insbesondere

lässt sich eine Verbesserung der vereinfachten Dreier-Tiefe bei erhöhtem Stichpro-

benumfang erkennen und die Konsistenz des Tests vermuten.

Insgesamt liefert die volle Dreier-Tiefe stets bessere Resultate als die vereinfachten

Dreier-Tiefe und bietet für beide Verteilungsklasse stabile Ergebnisse.

3.5 Untersuchungen der Testverfahren mit Kontaminationen

Zur Untersuchung des Ein�usses von Ausreiÿern werden nun die Gütefunktionen

des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 und des Relevanz-Tests beruhend auf der vollen

Dreier-Tiefe mit kontaminierten Daten verglichen. Dabei wird lediglich die zweite

Stichprobe durch ein Einpunkt-Maÿ kontaminiert.
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Abbildung 16: Gütefunktionen des t-Tests und der Tests mit vereinfachter Daten-
tiefe für verschiedene Stichprobenumfänge (Cauchyverteilung)

Die exakte Modellierung lautet wie folgt: Seien X1, ..., XM ∼ N (µ1, σ
2) für eine feste

Varianz σ2 ∈ R+ und einem variablen, unbekannten µ1 ∈ R. Ferner sei die kontami-

nierte Stichprobe Y1, ..., YN ∼ (N (µ2, σ
2))δa,ε (vgl. Abschnitt 2.4.2, S.43�), wobei δa

das Einpunkt-Maÿ im Punkt a ∈ R sei, ε ∈ (0, 1) die Intensität der Kontamination

mit dem Einpunkt-Maÿ δa angibt und µ2 ∈ R der variable, unbekannte Mittelwert

der zweiten Stichprobe ohne Kontamination ist. Die kontaminierte Stichprobe wird

dabei durch ein vorgeschaltetes Bernoulli-Experiment simuliert. Mit Wahrschein-

lichkeit (1 − ε) wird eine N (µ2, σ
2)-Zufallszahl gezogen. Ansonsten ergibt sich die

feste Zahl a als Realisation des Einpunkt-Maÿes δa.

Im Folgenden wird für ε ∈ {0.05, 0.1, 0.2, 0.3} und a ∈ {2, 3} die Gütefunktion des t-

Tests aus Abschnitt 2.2.3 und des Relevanz-Tests bezüglich voller Dreier-Tiefe beim
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Stichprobenumfang von M = N = 20 mit zweidimensionalen Parameterbereich in

den Abbildungen 17-20 bzw. 21-24 dargestellt. Die Feinheit des 2D-Gitters sei 0.1

und für jeden Punkt werden 100 Wiederholungen zur Simulation durchgeführt. Die

Wiederholungszahl an Simulationen wird wegen der hohen Rechenzeit auf dem 2D-

Gitter und bei der Berechnung der Tiefe so niedrig gewählt. Dennoch lassen sich

bereits Tendenzen der Gütefunktion erkennen.

Betrachtet man zunächst die Resultate des t-Tests in den Abbildungen 17-20 in der

linken Spalte, so wird eine Tendenz zur Rotation des Nicht-Relevanz-Bereichs sicht-

bar, durch die das Signi�kanzniveau für hohe ε unter der Nullhypothese im unteren

linken Bereich nicht mehr eingehalten wird. In der rechten Spalte ist ein ähnliches

Verhalten beim Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe erkennbar. Allerdings sind die

Auswirkungen auf das Einhalten des Signi�kanzniveaus für ε ∈ {0.05, 0.1, 0.2} ge-

ringer als beim t-Test. Für ε = 0.3 besitzt allerdings auch die Gütefunktion des

Relevanz-Tests mit voller Dreier-Tiefe, ähnlich wie der t-Test, viele Regionen mit

kritisch hohen Werten, sodass das Signi�kanzniveau nicht eingehalten wird.

Die Abbildungen 21-24 stellen die gleichen Situationen für δ3 dar. Der t-Test reagiert

hier für gleiche ε sensibler als im Fall für δ2. Bei dem Relevanz-Test mit Datentie-

fe sind für ε ∈ {0.05, 0.1, 0.2} kaum Unterschiede erkennbar. Hier zeigt sich die

Robustheit der Datentiefe gegenüber Extremwerten, was anhand der Teststatistik

begründet werden kann: Beim t-Test erzielen extreme Realisationen ebenfalls extre-

me Werte der t-Teststatistik und gegebenenfalls zu erhöhten Ablehnungsraten. Bei

der Datentiefe wird das Vorzeichen der Abweichung untersucht, wodurch extreme

Werte nicht so ein hohes Gewicht bei der Berechnung der Teststatistik einnehmen.

Der Fall ε = 0.3 liefert aber auch bei der Datentiefe nicht mehr akzeptable Werte.

Allerdings ist das Resultat beim 20%-Anteil an Kontaminationen zufriedenstellend,

womit man hier von einem robusten Verhalten der Tiefe sprechen kann. Zwar wird

im Abschnitt 3.5 nur ein Spezialfall untersucht; man könnte andere Formen der

Kontaminationen betrachten; allerdings lässt sich erwarten, dass in anderen Unter-

suchungen mit Kontaminationen ähnliche Ergebnisse erzielt werden.
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Abbildung 17: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.05 mit Kontamination durch
δ2 der zweiten Stichprobe

Abbildung 18: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.1 mit Kontamination durch
δ2 der zweiten Stichprobe

Abbildung 19: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.2 mit Kontamination durch
δ2 der zweiten Stichprobe
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Abbildung 20: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.3 mit Kontamination durch
δ2 der zweiten Stichprobe

Abbildung 21: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.05 mit Kontamination durch
δ3 der zweiten Stichprobe

Abbildung 22: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.1 mit Kontamination durch
δ3 der zweiten Stichprobe
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Abbildung 23: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.2 mit Kontamination durch
δ3 der zweiten Stichprobe

Abbildung 24: Vergleich der Gütefunktionen für ε = 0.3 mit Kontamination durch
δ3 der zweiten Stichprobe
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4 Fazit

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Resultate dieser Arbeit zusammengefasst

und diskutiert. Ferner wird ein Ausblick für weitere Untersuchungsmöglichkeiten

anhand von noch o�en stehenden Fragestellungen gegeben.

4.1 Zusammenfassung und Diskussion

Beim Vergleich der t-Tests ist bei Bekanntheit der Varianz keiner der gleichmäÿig

beste. Für geringere Lageunterschiede unter der Alternativen ist der t-Test aus Ab-

schnitt 2.2.3 besser, während für höhere Lageunterschiede die anderen beiden, äqui-

valenten t-Tests besser sind. Eventuell kann ein gleichmäÿig bester t-Test für das

untersuche Hypothesenpaar (H) gefunden werden, wenn nur unter den unverfälsch-

ten Tests verglichen wird. Lediglich der t-Test aus Abschnitt 2.2.3 ist unverfälscht.

Eine solche Optimalitätsaussage existiert für einen Äquivalenztest, der eine analoge

Gestalt zu diesem t-Test besitzt (Wellek (2010), S.130).

Zu niedrige Wahlen der Varianzen können beim t-Test aus Abschnitt 2.2.3 zu erheb-

lichen Güteverlusten führen, während bei zu hohen Wahlen der Varianz nicht die

Einhaltung des Signi�kanzniveaus gewährleistet werden kann. Bei der Verwendung

des t-Tests aus Abschnitt 2.2.3 muss daher sichergestellt werden, dass die Varianz

der Daten genau bekannt ist. Vor allem muss abgesichert werden, dass die Varianz

eher unter- als überschätzt wird, da das Nichteinhalten des Signi�kanzniveaus völlig

unbefriedigend wäre. Um das Risiko des Nichteinhaltens des Signi�kanzniveaus zu

vermeiden, wird daher im Allgemeinen von der Verwendung dieses t-Tests abgeraten.

Die anderen t-Tests weisen keine derartig gravierende Nachteile auf. Insbesondere

liefern alle t-Tests bei hohen Stichprobenumfängen approximativ identische Ergeb-

nisse. Daher sollte nur in Praxissituationen mit sehr geringem Stichprobenumfang

bei sehr guter Einschätzung der Varianz der t-Test aus Abschnitt 2.2.3 infrage kom-

men dürfen.

Bei cauchyverteilten Fehlern ist der Test mit voller Dreier-Tiefe besser als die t-

Tests; unter Normalverteilung ist er etwas schlechter. Vor allem in Kontexten, in

denen erwartungsgemäÿ extreme Werte erhoben werden, sollte der Test mit voller
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Dreier-Tiefe bevorzugt werden. Falls eine Normalverteilungsannahme nicht gerecht-

fertigt werden kann, sollte ebenso über die Verwendung des Tests mit voller Dreier-

Tiefe nachgedacht werden. Da dieses Testverfahren auch für normalverteilte Fehler

zufriedenstellende Ergebnisse liefert, ist generell ein nicht so hoher Güteverlust im

Vergleich zum t-Test zu erwarten.

Das Testverfahren mit vereinfachter Dreier-Tiefe ist in allen Untersuchungen schlech-

ter als der Test mit voller Dreier-Tiefe. Daher sollte stets die volle Dreier-Tiefe, trotz

höherer Rechenzeit, bevorzugt werden. Ein Grund für die schlechten Ergebnisse der

vereinfachten Dreier-Tiefe kann die geringe Untersuchungs�äche zwischen den Stich-

proben sein. Sie betrachtet lediglich Vorzeichenwechsel der umliegend benachbarten

Punkten, was bei zwei Stichproben ungünstig ist, da nicht die Unterschiede zwischen

den Stichproben so zur Geltung kommen kann. Eventuell könnten andere Ordnungen

der zwei Stichproben untereinander die E�zienz der vereinfachten Tiefe erhöhen.

Die Untersuchungen mit Kontaminationen zeigen in einem Spezialfall, dass die volle

Dreier-Tiefe bei 20%-Anteil an Kontaminationen im Gegensatz zum t-Test zufrie-

denstellende Ergebnisse liefert. Das heiÿt, dass die volle Dreier-Tiefe ein robustes

Verhalten gegenüber extremen Werten aufweist. Man kann anhand der Gestalt der

Datentiefe erwarten, dass auch in anderen Ansätzen bei Modellierungen mit Konta-

minationen ein ähnliches robustes Verhalten beobachtet werden wird.

4.2 Ausblick

Ideen für weitere Untersuchungen sollen abschlieÿend skizziert werden. Die primäre

Ausgangsfrage bleibt, in welchen Situationen sich t-Tests und in welchen Situatio-

nen sich der Test mit voller Dreier-Tiefe besser eignen, wenn weder Cauchy- noch

Normalverteilung vorliegt. Auÿerdem ist in Anwendungssituationen in der Regel

unbekannt, welcher Verteilung die Daten entsprechen. Mittels Anpassungstests, wie

dem Shapiro-Wilk-Test bzw. dem Kolmogorov-Smirnov-Test (Sachs und Hedderich

(2015), S.466 bzw. S.461�), können lediglich Entscheidungen gegen eine Normalver-

teilung bzw. eine andere feste Verteilung getro�en werden. Wird von einem Anpas-

sungstest der Vorschlag einer Normalverteilung abgelehnt, könnte man anhand der

Resultate der Arbeit davon ausgehen, den Relevanz-Test mit voller Dreier-Tiefe zu
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verwenden, da der t-Test die Normalverteilung voraussetzt.

Gibt es aber Situationen, in denen die Anpassungstests ihre Nullhypothese (Nor-

malverteilung liegt vor) nicht verwerfen, obwohl der Relevanz-Test mit voller Dreier-

Tiefe trotzdem eine deutlich höhere Güte besitzt? Für die Cauchyverteilung wurde

in Abschnitt 3.3 der gravierende Güteverlust bei einer falschen Modellannahme de-

monstriert. Die Cauchyverteilung ist allerdings ein extremes Beispiel und könnte für

anwendungsorientierte Fragen zu theoretisch sein. Untersuchungen mit t-verteilten

Zufallsvariablen mit unterschiedlichen Freiheitsgraden können dies besser beantwor-

ten. Man beachte, dass eine t-Verteilung mit einem Freiheitsgrad der Cauchyver-

teilung entspricht und t-Verteilungen mit sehr vielen Freiheitsgraden asymptotisch

einer Normalverteilung folgen (Büning und Trenkler (1994), S.26). Sie können al-

so als Untersuchungsgegenstand für den Übergang zwischen Cauchy- und Normal-

verteilung dienen und betrachten nicht lediglich die beiden Extremfälle. Zusätzlich

wäre es in diesem Rahmen interessant zu untersuchen, wie Anpassungstests auf t-

Verteilungen reagieren und ob die Entscheidung der Anpassungstests zur optimalen

Wahl des Relevanz-Tests mit höherer Güte führen würden.

Man kann Untersuchungen vornehmen, in denen man die Gütefunktionen der beiden

Typen von Relevanz-Tests für unterschiedliche t-Verteilungen betrachtet. Zusätzlich

kann man eine dritte Untersuchungsreihe mit einem vorgeschalteten Anpassungs-

test vornehmen, der nach einem Entscheidungskriterium (zum Beispiel durch den

p-Wert) anhand der Daten angibt, welcher der Relevanz-Tests verwendet wird. Das

Entscheidungskriterium muss sich nicht zwingend auf Beibehaltung oder Ablehnung

der Nullhypothese für Normalverteilung des Anpassungstests festlegen. Eventuell

�ndet man einen optimalen Schwellenwert (Cutpoint) für den p-Wert für eine Maxi-

mierung der Güte. Ferner lassen sich auch andere symmetrische Verteilungsklassen

in diesem Rahmen untersuchen.

Auÿerdem lassen sich weitere Relevanz-Tests mit einem verallgemeinerten Nicht-

Relevanzbereich der Form [δ1, δ2] für δ1 < 0 < δ2 formulieren. In Wellek (2010)

wird dies für Äquivalenztests mit Äquivalenzbereich [δ1, δ2] entwickelt. Umgekehrt

können ebenso die Ideen der Relevanz-Tests dieser Arbeit zur Entwicklung von Äqui-

valenztests beitragen. Beispielsweise kann man einen Äquivalenztest basierend auf
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der Tiefe entwickeln.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist bei der Datentiefe eine Verbesserung der Algorith-

men für die Suche des Supremums, um die Rechenzeit zu verkürzen. Die Berechnun-

gen in dieser Arbeit erfolgten mit simplen Methoden, ohne die Struktur der vorlie-

genden Daten genauer zu berücksichtigen. In der Praxis spielt dieser Faktor gerade

eine Rolle, wenn der Test mit der Dreier-Tiefe bei groÿen Datenmengen angewendet

werden soll. Auÿerdem liefert die wiederholte Berechnung von vollen Tiefen, wie hier

im Rahmen von Simulationsstudien zur Ermittlung der Güte, sehr hohe Rechenzei-

ten. In Kustosz, Müller und Leucht (2016) wird eine asymptotische Gleichheit bis

auf eine stochastische Nullfolge von der vollen Dreier-Tiefe gefunden. Man kann da-

von ausgehen, dass diese asymptotische Darstellung eine geringere Rechenzeit hat,

da lediglich alle Residuen auf ihre Vorzeichen überprüft werden brauchen. Sofern

der Fehler nicht zu groÿ wäre, könnte man für groÿe Stichprobenumfänge mit dieser

Darstellung arbeiten, um die Rechenzeit zu reduzieren.

Schlieÿlich würde die Kenntnis der asymptotischen Verteilung von der vollen (K+1)-

Tiefe für allgemeine K ≥ 3 zu weiteren Relevanz-Tests führen. Eventuell liefert eine

volle Vierer-Tiefe beispielsweise bessere Testverfahren. Auÿerdem können Verfahren

für Mehrstichproben aufbauend auf der Datentiefe konstruiert und studiert werden.
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